a: D: 
<4 = Le 


D ANNALES 


_ SCIENTIFIQUES 


OLE N ORMALE SUPERIEURE 


PUBLIEES SOUS LES AUSPICES 


DU MINISTRE aL L'INSTRUCTION PUBLIQUE 


PAR 


KL 


7h * he 
As 


N COMITÉ DE REDACTION. COMPOSÉ DES MAITRES DE CONFÉRENCES DE L'ÉCOLE 


Publication fondée en 1864 par L. PASTEUR 
_ continuée de 4872 à 1882 par H. SAINTE-CLAIRE DEVILLE 
. de 1883 à 1888 par H. DEBRAY 
de 1889 à 1900 par Ch. HERMITE 
et de 1901 à 1917 par M. G. DARBOUX 


TT er wees 


be wt 
PER NUR 
Es 


TROISIÈME SÉRIE 


TOME TRENTE-HUITIÈME — ANNÉE 192 


(56° VOLUME DE LA GULLECTION) 


PARIS 1921 


GAUTHIER-VILLARS ET Cie, ÉDITEURS. 
: - $ 
-KRAUS REPRINT x 
. Nendeln/Liechtenstein 
1971 | 


wah VS ous anaes ae Ave Cal ÉD TS DE à Les Le) 


ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


ECOLE NORMALE SUPÉRIEURE 


PUBLIÉES SOUS LES AUSPICES 


DU MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE 


PAR 


UN COMITÉ DE REDACTION COMPOSE DES MAITRES DE CONFERENCES DE L'ÉCOLE 


Publication fondée en 1864 par L. PASTEUR 
continuée de 4872 4 1882 par H. SAINTE-CLAIRE DEVILLE 
de 1883 à 1888 par H. DEBRAY 
de 1889 à 1900 par Ch. HERMITE 
et de 4901 à 1917 par M. G. DARBOUX 


TROISIÈME SÉRIE 


TOME TRENTE-HUITIÈME — ANNÉE 1921 


(56° VOLUME DE LA CULLECTION) 


PARIS 1921 


GAUTHIER-VILLARS ET Cis, ÉDITEURS. 
me 
KRAUS REPRINT 
Nendeln/Liechtenstein 

sae tort 


oa 7 + 
: ÿ 
; > : 
| 
. ; 
} 
| } 
; Fe À 
a i 
re à 
s Die | 
n = 
3 = 
me a 
a = ; ae 
NOR 6 lees ia 
= ee e nu. fj a 
T Em ee ord NE: 
SHON à ag ae 
s SSE El! aes | a. 
Qu "À ee ! © ; > 
Se Le £ ae a mu) ‘& 
a Fe: ar 
En £ Oot CE , % he 
OU TO ee mS 53 . 
- 5 D. Sag | “2 E tis 
| a <ECTI2 ES 
y : Ee as mn € 
RM, AE QE 
> a a" 
Lo S : 
= ne 1 
| ANA E _ de ter 
ae 'T À 1 
2 mul à 
5 ys F DL coe, | e . 
atta tidy COQUE eth, FA Ne ere , 
weg z d à, a: a 7 o à 2 . 
a) - . us =i (ba l Pr L Le . 
ERP ee SSP Re En 
= LU ne Cent ME nn te 


De El 


COMITÉ DE RÉDACTION : 


Sciences mathématiques. | Sciences physiques. Sciences naturelles. 

. MM. MM. MM. : 

P. APPELL, de l'Institut. H. ABRAHAM, Professeur à la L. BERTRAND. 

E. Boret, Professeur à 1a Sorbonne. | G. Bonnier, de l’Institut, 
Sorbonne. E. Boury, de l’Institut. J. CosTANTIN, de l'Institut. 

E. ere Professeur à la M. BRILLOUIN, Professeur au MATRUCHOT, Professeur à la 

; Sorbonne. 7 Coliége de France. Sorbonne. 

E.. Goursat, de l'Institut. A. Corton, Professeur a la | E. PERRIER, de l’Institut. 

J. HaDAMARD, de l'Institut. Sorbonne. - F. WALLERANT, de l’Institut. 

G. KœniGs, de PInstitut. R. LESPIEAU. 

HH. LrBEsGuE, Professeur à la | E. PÉcHanp. 
Sorbonne. J. VioLe, de l'Institut. 

P. PAINLEVE, de l’Institut. 

E. Picarp, de l’Institut. 

E. VessioT, Professeur à la 
Sorbonne. 

MM. Emre Picar», Secrétaire perpétuel de l'Académie des Sciences............. Directeur. 
HENRI ABRAHAM, Professeur à la Sorbonne ............,................... Secrétaire. 
PIL TEE MOUZRETNE RIAD RC M MN RER RE Re ee tre Trésorier. 


# 
=a 


~~ re ide” fi % 

senpisadidign spe 

4 = 
k “ 

‘ a \ 
‘aid FE 
25 ee) OT? J inet | 

NO | 
| ai | A à VA D ei 
sante % 


i + | ; \ y 4 
ieali eh ween 2 
. 


rite |i of 


"1 


changea | 

hy ~ » 
i sb ca Je 
‘ours HO 
navire == 
Peete wa 

ai! ob jonas. 
«Foe ET 
i 4 


J 


vire 


M Stet? wean swf 2 


brutes] naine A tome — | 
Ê . MEURT sera 


* 


ANNALES 


SCIENTIFIQUES 


L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


APLATISSEMENT SUIVANT L’AXE POLAIRE, 


PAR LA TENSION SUPERFICIELLE, es 


D'UNE GOUTTE LIQUIDE, 


DE RÉVOLUTION ET SANS PESANTEUR, 


POSSÉDANT UNE VITESSE ANGULAIRE DONNÉE DE ROTATION AUTOUR DE CET AXE, 


Par M. J. BOUSSINESQ. 


I. Parmi les analogies physiques auxquelles pensérent les théolo- 
giens du xun° siècle pour s'expliquer la sphéricité de la Terre, il y a 
celle des gouttes de pluie ou de rosée que l’on voit pendre aux feuilles 
des arbres, gouttes si bien ar:ondies surtout après s’étre détachées 
pour tomber en chute libre. Ces théologiens sembleraient donc avoir 
admis, au moins implicitement, la fluidité primitive de notre globe, 
comme le firent d’une manière explicite, cing cents ans plus tard, 
Newton et ses disciples en recourant à la pesanteur. Or il peut y avoir 
un certain intérêt théorique à poursuivre la même analogie des gouttes 
d’eau, mais d’une manière plus précise que ne l’a fait Plateau, jusque 
dans la question de l’aplatissement polaire du méridien terrestre, en 
attribuant à la goutte une rotation initiale et, d’ailleurs, une figure 
devenue permanente. 

Ann, Ec, Norm., (3), XXX VIII. — Janvier 1921. 
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Il. Adoptons, dans un plan méridien de la goutte, un demi-axe 
équatorial, a, comme axe des abscisses x, et un demi-axe polaire, b, 
comme axe d’ordonnées y. De plus, pour fixer les idées et simplifier, 
supposons non volatile et isolée dans l’espace, ou même soustraite à 
toute action extérieure, notre goutte liquide, dont nous ferons enfin la 
densité égale à 1. A la face interne de la couche superficielle de révolu- 
tion, la pression p, due entièrement à la tension constante / de 
celle-ci, sera, comme on sait, le produit de 2 f par la courbure moyenne 
de cette couche, courbure ayant, parmi ses expressions connues, 
celle-ci, vin 

1 
(1) ET + il, 
en tous les points (x, y) du demi-méridien actuellement situé du côté 
des x positifs. | 

Comme l'accélération du fluide se réduit, dans tout l’intérieur de la 
demi-section méridienne considérée de la goutte (dont w désignera la 
vitesse angulaire donnée de rotation), à sa composante centri- 
pète — w°x, dirigée vers l’axe de rotation ou produisant pour l’unité 
de volume l'inertie ( force centrifuge) w?x, suivant les x positifs, les 
équations d’Euler exigeront une pression p constante le long de toute 
parallèle à l’axe des y et croissante avec x, aux divers points tant 
intérieurs que superficiels du demi-plan méridien en question, comme 
la fonction primitive, Al, de w?a. En appelant le rayon de courbure 
du méridien en (x, y) et, en particulier, x, ce qu’il devient au pôle de 


‘ ns SP 2 . I ‘ = 
la couche superficielle, ombilic où son inverse — exprime justement la 
0 


af . . re ‘ 
courbure moyenne (1), == sera donc la pression intérieure à ce pôle 
0 


même, pression liée, comme on le verra plus loin, au volume total 
invariable de la goutte, et qui, provisoirement, sera censée donnée. On 
aura donc partout 


(2) ne 


Tout le long du demi-méridien à ordonnée y; où cette pression se 
réduit au produit de 2 / par la courbure moyenne (1), il viendra ainsi, 


_—— 
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après division par /, comme équation différentielle seconde du méri- 
dien 
L 


(3) : big en es 5 
to ay ride 1+ 2 


Multipliée par æ da et intégrée, celle-ci donne, si C désigne la cons- 
tante arbitraire introduite, 


2 
(4) PE FRE PRES D 0] 


M. Globa-Mikhailenko, qui est, ce me semble, le premier géomètre 
ayant abordé ces sortes de questions, a donné, dans sa Thèse de doc- 
torat d’Université ès sciences mathématiques, cette équation (4), et a 
montré, en la résolvant par rapport à y’, puis intégrant une fois de 
plus, que le méridien est une courbe dont l’ordonnée égale une cer- 
taine intégrale hyperelliptique de l’abscisse 2, où figure sous le 


signe ve en dénominateur, un radical carré portant sur un polynome 


pair du huitième degré ('). C’est que M. Globa considère une goutte 
adhérant à un axe solide tournant qui l’entraine; cas où la couche 
superficielle n’a pas de point sur l’axe x = o. 


III. Mais, ici, il y a deux pôles où s’annule, avec x, le premier 
membre de (4), dont le facteur fractionnaire n’excéde nulle part la 
valeur r, et le second membre de (4) est tenu de s’y annuler aussi; 
on a done C =o, simplification très importante. En supprimant alors 
partout un facteur x et élevant au carré, il vient 


y? a? axe 2 
cet CET Ne Sf a), 
Day to 


Isolons y”?; puis extrayons la racine carrée négative des deux 


L 


membres, pour nous borner au premier quart du méridien (com- 
pris dans l'angle des coordonnées positives) où y’, nul au pôle 


(1} Voir. par exémple, sa seconde Thèse, ou Thèse pour le doctorat d’État, soutenue 
à Paris en 1920 [Contribution à l'étude des mouvements d'une masse fluide en rotation 
(Gauthier-Villars, 1920), p. 23, équation («)]. Elle a paru aussi au Journal de Mathé- 


matiques pures et appliquées (année 1920). 
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(a=0, y=b), décroit jusqu'à —+, en allant vers l'équateur 


où æ =a, tandis que y y diminue de b à zéro. En posant finalement, 
pour abréger, | 


(5) ¢ - u== (ou x= VD) et 6) = — f, 
0 


nous aurons l'équation cherchée de ce quart de méridien : 


(6) : dns à “i (1+ Ku) du 
a ane Vi—u(i+Æu} 


L'ordonnée s’y exprime donc par une intégrale elliptique du carré x? 
de l’abscisse. 


IV. Les deux rayons, équatorial a et polaire b, se détermineront en 
écrivant que, pour æ== a, la tangente est parallèle à l’axe des y, ou 
que la quantité placée sous le radical du dénominateur s’annule. On a 
donc tout à la fois, grace, finalement, à l’extraction d'une racine carrée 
positive, 


a)= ba of “i (i+ Ku) du 
t6 è 2 Vi—u(i+Æuy 


Lg. 


(7) (+ 


to 


On commencera, «, et Æ étant donnés, par évaluer la racine posi- 


tive a, ou mieux (en posant 


° a 
(7 bis) a = “), 
to 
a . . . er eg: 
le rapport =? que nous appellerons ainsi x, racine positive, évidem- 
ment unique, de l’équation 


(8)- a(t Aœ) —1 ou a + RB ai 
et la seconde (7) fera ensuite connaitre b. 

Mais, pour étudier de plus prés la courbe (6), nous aurons aussi 
à considérer, à partir du pole (æ= 0, y —b), la partie du quart de 
méridien comprise depuis ce pôle jusqu’à une abscisse a quelconque 
entre zéro et a. Il est clair qu’alors l'équation (6) nous donnera, au 


a mntetiantati 


ee tin dns tn dus 
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lieu de la seconde (7), 
: —Uthu)du u) du 
‘a “if Vi—wat Pup 


V. Cela posé, résolvons la seconde équation (8) par la méthode de 
Cardan, qui consiste, ici, à considérer « comme la différence cons- 
tante, u. —v, de deux nombres positifs u,v, dont on fera grandir le 
second, a partir de zéro, jusqu’à ce que le produit croissant uv 
atteigne une valeur permettant de simplifier cette seconde équation (8) 
ainsi devenue 


pe à: à (se — "à (brV) =a 
baled 


La simplification se produit au moment où le terme en u.—v du 
premier membre s’évanouit, par l'hypothèse 
I I 
2 Er a i 
(10) on 372 ou y Ep 
Cela donne 
1 1 i 
pe ae 3 — + 0 [Peay pacha. © QE Pa 
pi— TE u be FE 4 
équation qui, multipliée par x, est du second degré seulement en u*, 
admettant comme racine positive unique la valeur 


NS AAA ï 
(11) be Sas (+) où il est posé = 


Il résulte de cette dernière formule, en utilisant finalement la pre- 
mière (10), 


ARR es a EN 
(12) SL. rt a 
Et l’on en déduit successivement 


pr (py)? (py) = (ga) 20 #1) (y=), (am) QE I: 


Or, dans la dernière de ces relations, où le premier membre est, 
comme on voit, le produit de deux facteurs inverses l’un de Pautre et 
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analogues, la formule (11) montre que le premier de ces facteurs 
vaut 1, et, par suite, ne diffère pas du second. Les deux ie 2 a de 


ue a y+ret de v?a y—1 ont donc, comme valeur commune, ae 


Dès lors, deux extractions de racines cubiques font connaitre yw et v, 
dont la différence & — v n’est autre que notre racine cherchée « : 


(13) æ = 4) aa (Wy — Vy—1). 


VI. Son.carré fait connaître, vu (7 bis), la limite supérieure de 
l'intégration à effectuer, d’après la seconde (7) et d’après (9), pour 
obtenir l’ordonnée quelconque y du méridien. 

Inutile de s'arrêter à cette effectuation dans le cas simple d’une 
vitesse angulaire w nulle, où # = o et — 1. On sait qu’alors le méri- 
dien est circulaire, avec b = a. Mais supposons seulement w et # assez 
petits pour que «, alors voisin de 1, permette de négliger à côté de 
l'unité, dans le calcul de y, les puissances de Æ? supérieures à la pre- 
mière. La seconde équation (8), multipliée par #*?, en y posant 
x—=1—Ee et «= 1— 3e très sensiblement, puis négligeant le pro- 
duit 4?< devant #°, donnera ¢ = k? environ, à une première approxi- 
mation, 

Sans négliger encore partout A puissances de #?, posons, dans (9), 
u = ?, afin d’avoir, aux expressions des deux limites supérieure et 
inférieure, « et æ au lieu de leurs carrés. Il viendra du = 29 de et la 
formule (9) de y prendra la forme 


v(1-+ A2v2) de 
Je Vi—er(1 + ke?) 


vo 


(14) , ie 


Ici, la quantité sous le radical, différence de deux carrés, devient le 
produit de deux facteurs dont le premier, 1 — ¢(1 + &?¢?), seul sus- 
ceptible de s'annuler, se dédouble lui-méme en facteurs si l’on y 
remplace le terme 1, en vertu de la première (8), par « + Bra; car il 
équivaut alors à 

(aæ-s)[1+ (a ae + 0?)]. 
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Et l'équation (14) devient 


% 5 ody 
(15) = LEE RESTE 
x \(a—r) (i+) 


te 
i 


ee! ie 3 rahe 
< fr 4252] fr A (okt ae + 92)] 2 A Es LU 
| Il ( vas) [2+ | 


Or, sous le signe JE les puissances des expressions entre crochets, 

à premier terme 1, seront développables, par la formule du binome de 
Newton, en séries convergentes procédant suivant #?, A’, ...: après 
quoi leur produit le sera de même. On n’aura donc plus à intégrer que 
des différentielles algébriques ne contenant aucune autre irration- 


nelle que le radical 4{(4 — ¢)(1 + ¢). Et en prenant, par exemple, 


Via =e) (+e) = (a—e)e; 


d’où 
oes 2(1 t dt ’ 
SS er vas) FE gb eat ds LE SUP 
LE DE en à 1 a—* 
ou aussi 
ee ee été A 
PRET ne eae iota 
Ve-narne= = 


il ne restera à intégrer que des différentielles rationnelles. 


- VII. Bornons-nous au cas où sont négligeables les termes en 
4, k®, ..., et où par suite; dans les termes en Æ#?, « se trouve réduc- 
tible à sa première valeur approchée 1. I] vient alors, par des simplifi- 


cations immédiates donnant, sous le signe fa le trinome 


comme produit des facteurs où figure 4’, et, si l'on se contente de faire 
d'abord x = o à la limite inférieure, 


hs 12 “(al—1)dt | eens 
(38) b= ais (re) VE CET sauf NON: 


x 
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Ici, en remplacant le premier numérateur, al? -—1, par 


a({?+1)—(1+ 2), 


on dédouble la première intégrale en deux, où les fonctions primitives 
sont respectivement - 


Lae (A 
aarctangé et — (Con + aretange ). 
2 lie nt 


Entre les deux limites proposées, cela donne, toutes réductions 
faites, 


Ve sh 


=. i 
ae tart, arc tangy a. 


D’ailleurs, dans ce premier terme du second membre de (16), la 
petite partie où figure 4? comporte, comme la seconde intégrale, la 
réduction de « à l’unité. Et il viendrä ainsi, très aisément, pour le pre- 
mier terme du second membre, 


by is 
to [Va—(1—2) are tang Va] — 1). 


Quant a la seconde intégrale, la fonction sous le signe fry décom- 


pose en 


1 — : 
mr | 


ner Un) 
ayant respectivement les fonctions primitives 


AAA, OY EPST 
logt, log V@+1 et (Con + are tang?) 


Cette seconde intégrale, où la fonction primitive est en tout, vu que 
les logarithmes sont ici népériens comme dans toute l’Analyse, mais 
en les désignant par le symbole L pour éviter des confusions, 


t L 
Vars "FE — arc tang, 


donne, entre les deux limites 1 et 2, 


L 


I 
2 


L V2 + 


T 
LR 


nt tn. ue, 


pu 


ee 


a 
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Cela fait pour le dernier terme de (16), et en y joignant la petite 


: AE Des, 
partie —«,— du terme précédent, 
2 
to 4 { T\ 0 Tt o 
244 I (? + Lo — % ) os = 1 (>, 69315 - = = 0,561 ei yh?, 


L'expression du demi-axe polaire b du méridien sera done 
{ 175) b: +4 \æ — (1 z)are tang \/z | ~~ O,DGLI7Z ig h?, 


VI. Iva lieu maintenant d'évaluer «& en fonction de #. A cet effet, 
observons que, vu la petitesse admise de 4, la seconde relation (11) 
donne y très grand. Par suite, les racines cubiques de y +1 peuvent 
s’écrire, grace à la formule du binome, 


1 
ji 3 sg I ) 
cae 7 4 = 7 ( MS ee = —….),: 
V7 v7 (4 7, V7 37 gy? 817 
ce gui donne 
Seay 5 \ 
(8). Vy+i Vet V9 & Fr sat) 


iy min nn ml ci 
37 377" 3 V7 we 


Mais il résulte, d’autre part, de Ja relation (11) définissant y, que 


$ , ss \ 8 ‘ 27 ; 

4 a} ps oe PPT À Je 
MR eee 2 A bs | == ctw ps ee +:..). 
/ mn (it 4 : : F Vey (: i 


/ 


Le dernier membre de (18) devient done, vu cette derniére 


formule, 
2 5 \ a | 
yang eR Elf € Mar )( has | ad al SUB — ke...) 
CRETE pire =: soak +.) V2 ( ) 


et, en divisant celle-ci par Qk), il vient enfin la valeur cherchée 
de a, 


(19) ‘ a —1—4?+. 


> 

comme l'avait, du reste, montré déjà le calcul de premiére approxi- 

mation effectué au commencement du n° VI (p.6). 
Ann, Ec. Norm., (3), XXXVI. — JANVIER 1971. 
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2 


ire h EUR 
ar suite, 1— % = 4", \a=1——; et, au second membre de (17), 


RS T PAP i ; yank 
où are tang yx s’écarte de 7 d’une quantité du même ordre que l'écart 
: 4 
A 


de sa tangente d'avec 1, c'est-à-dire du même ordre que = ('), on 


os P= y 
peut remplacer arc tangy par Fe 0,785, le facteur 1 — 2% ayant 


déjà la petite valeur Æ. Cette formule (15) donne done simplement 
! ~ nn a ‘1 Je 

(rod Dis ¥ 6 (: — -l?—0,7854 kK? — 0,56117 1) -=iy(1 — 1, 8466 22). 
2, ‘ 


LE f 


L’aplatissement du méridien, où a=, % =+,(1 — #*), aura, 


par suite, la valeur 


(21) Aplatissement —0,8466 42. 


IX. Enfin, l'expression (3) de #Æ dépend de la vitesse angulaire 
= i} ta 


ch . af ’ . . 
donnée w et de la pression 21 exercée au pôle sous la couche superti- 


to 

cielle. Comme, ici, d’une manière générale, la pression p se règle 
à partir du dehors où on la donne nulle, et que la force centrifuge s’y 
combine avec la tension superficielle, émanée de cette couche, pour 
régler de proche en proche les variations de p à mesure qu’on s'avance 
vers l'intérieur, ce sont les dimensions même de la goutte, suivant les 
divers sens, et, par conséquent, son volume invariable, caractéristique 
naturelle de la question, qui interviendra pour déterminer sa valeur 
partout. Or nous nous donnerons le volume, par l'intermédiaire du 
rayon R qu'aura la goutte quand elle sera exactement sphérique; de 
sorte que le demi-volume compris du côté des y positifs, depuis le 
pole (w=0, y= 6) jusqu'à l'équateur y —o, aura pour expres- 
sion 3 TR. 


Kvaluons-le en fonetion de w et de ¢,. L'élément naturel én est la 


(1) Car, aux environs de 45°, la variation de l’arc est deux fois moindre que celle de 
. : ee ( 
sa langente, vu la formule de la différentielle de tange, qui est na » c'est-à-dire 
; cosy 
4 


alors » de. Done le produit (1—x)are tang /z, ou Æ? are tang yz, ne diffère de x? que 
par une quantité négligeable, de l’ordre de i+. 
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couche circulaire rx? dy de base 7x? perpendiculaire à l'axe polaire 
des y, ayant d’ailleurs son centre sur cet axe, avec l’abscisse æ comme 
rayon, et, pour hauteur dy, l'intervalle de deux couches élémentaires 
consécutives, depuis y = o et «=a, jusqu'à y = b et a =o. L'inté- 
grale définie (9), différentiée par rapport à sa limite inférieure, en 


continuant à y appeler, pour abréger, u le carré de =, ou +? « celui 


2 
to 0 
’ : CHERE wk ‘ © 
de æ, donne, d'une part, #? =< ju, d’autre part, à raison de ce que, 
icl, dy et du devront se prendre en valeur absolue, 


(22) dy = © (1+ ku) du 
2 Vi u(i+ Keay? 


D'où, en observant que w ditto! du pole à l’équateur, depuis zéro 
jusqu'à 2’, 


: 2 4 ni wy (1 /?u) du 
Demi-volume 3 rss u — 


Je 2Vi1—u(i+ hu) 


2 . \ 
“Arte * wat kRuydu 
2) Gp dyn pare (a ae OP 


os 


Cela donne, en multipliant par eee 
me 
(239 (y 8. utr + Pardu 
2< — | = — ———— 
tu. a yiI—u(it+ Ru)? 


Or les réductions ordinaires des différentielles polynomes (') 
ramènent cette dernière intégrale à celle dont nous avons obtenu une 
valeur approchée aux n° VIT et VIII, c’est-à-dire aux expressions (17) 
et (20) du demi-axe polaire b. Elles conduisent, en effet, à la formule 
de réduction, que vérifient des différentiations immédiates, 


(21) 


u(t ku) du D — Rane 
Han: = a Vi—u(i+ Au) 
Vi ati uy? AAA 


a 


(1+ lu) du 


2 8 
3 ; ef Se 


(1) Foir, par exemple, mon Cours d'Analyse infinitésinale pour la Mecanique et la 
Physique, t. Ul, Fascicule complémentaire, p. 27* à 32%. 
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Entre les deux limites 0, «?, celle-ci, où la quantité sous le radical 
est nulle à la limite supérieure en raison de (8), donne simplement 


# u(1+ ktu) du ” Pa (i+ ku) du | 
0 


29) Es se SE 
om À Vi—u(i+ktu) 3 k° Vi—u(i+ k*u)? | 
Remplaçons ici les deux intégrales, d’après (23) et (7), par les 
: 3 eae: 4 /R\* 26 EE ù 
expressions respectives équivalentes ; ce Tant il viendra exacte- 
0 
ment, entre les trois rayons t,, b, R, la relation simple 


R \° ! b* 
cp Eee) 
Si l'on suppose A? assez petit pour que l’on puisse négliger £' en 


comparaison, la formule approchée (20) de b donne 


/ 


3 
(27) (=) =0,9233 ou . R=0,9737.%, vo 1,927 R. 


_X. Évaluons enfin, par (15) et (16), non plus seulement b, mais 
l’ordonnée y du premier quart de méridien, qui correspond à une 
abscisse x quelconque entre zéro et a = ça —1,(1 — 4?), abscisse 
dont nous appellerons ¢ le rapport à +. 


aes : al: . r . . Ce. 
La limite inférieure des intégrations en ¢ devient alors 4 /——, 


mp 
: 8 4 a , bd ’ . . 
ou {/ —— à peu près. Et l’on obtient, toutes réductions faites, au 


lieu de (20), l'équation générale approchée de la courbe, 


(28) EU TEE (avimers EE + tog . )P 


| AL 


se réduisant bien à (20) pour e =o. 
Comme c’est R qui est donné, ct non vy, on éliminera +, de (28) et de 


l'expression (5) de # par les deux dernières formules (27), en faisant, 
dans (28), 


SE | R? Ji 
(29) = 0,9737 RK’ ‘o—=1:027 R, k=1,0407 VE ou fA?=0,1354 
et R pourra même, dans les termes en k*, remplacer a, b, x4, v, etc. 


| + er OO Gee 
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTÉGRALES 


DE 


CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES, 


Par M. Cu. RIQUIER, 


Professeur à l’Université de Caen. 


Introduction. 


I. Désignant par x, y, ... des variables indépendantes en nombre 
quelconque, et les supposant, indifféremment, réelles ou imaginaires, 
nous formulerons tout d'abord, relativement à la nature des régions 
que l’on peut être conduit à considérer dans l’espace [[z, y, ...]], les 
définitions suivantes : | 

Si l’on considère, d’une part, une région déterminée, d'autre part, 
un point déterminé étranger à la région, il arrive nécessairement de 
deux choses l’une : ou bien ce point est le centre de quelque domaine (') 
entièrement étranger à la région, ou bien il n’est le centre d’aucun 
domaine de cette espèce; nous dirons, dans le second cas, qu'il est 
semi-extérieur à la région. 

Cela posé, soit # une région jouissant de la propriété que nous 
allons énoncer : | 


« Il existe quelque suite indéfinie de régions 


LA 
We, Mon, 


: telle : 1° que, pour toute valeur de m, la région 4!” soit normale (*), 


(1) Foir n°1, infra. 
(2) Foir n°9, I, infra. 
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1 
limitée, et entièrement comprise dans ¥; 2° que, pour toute vateur 


de m, la région obtenue par l’adjonction à ¥” des divers points semi- - 


extérieurs aR” soit entiérement comprise dans Rees 3° que tout 
point de ® finisse, à partir d'une valeur suffisamment grande de 7, 
par être compris dans R”". » 


Nous exprimerons d'une façon abrégée cet ensemble de conditions 
en disant que la région ¥ est une limite de région normale et limitée. 

Les mêmes choses étant posées, si, de plus, la région variable 4°” 
est monodromique (" ) quel que soit m, nous dirons que la région nH 
est une limite de région normale, Fee et monodromique. 

Il. Considérons un système différentiel d'ordre quelconque où se 
trouvent engagées, avec un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes, æ, y, ..., un nombre également quelconque de fonctions 
inconnues, u, #, ...; et à chacune des inconnues uw, ?, ..., faisons 
correspondre un entier algébrique déterminé que nous nommerons 
la cote de cette inconnue. Considérant ensuite une dérivée quelconque 
de l'une des inconnues, nommons cote de la dérivée en question 
Pentier algébrique obtenu en ajoutant à la cote de l'inconnuec l’ordre 
total de lo dérivée, Cela étant, nous supposerons tout d'abord que, 
moyennant un choix convenable des cotes respectivement attribuées 
à &,#,..., fe système différentiel dont il s’agit remplit à la fois les 
deux conditions suivantes : 1° il se trouve Li par rapport à cer- 
faines dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, 
dans aucun des seconds membres; 2° chaque second membre ne con- 
(ent, outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues 
ou dérivées) dont la cote tombe au-dessous de celle du premier membre 
correspondant (?). 

Désignons actuellement par S un système différentiel possédant la 
triple propriété : 1° d'appartenir à l'espèce ci-dessus définie; 2° d'être 
complétement intégrable; 3° d'être linéaire par rapport à l'ensemble des 


(1) Voir w 3, infra, . 
(?) De pareils systèmes constituent un cas très particulier de ceux que j'ai nominés 


orthonomes. Voir VOuvrage intitulé : Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, 
Chap. VIL 


~ oe 


~ 


SCR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTÉGRALES. 19 


fonctions inconnues et de leurs dérivées. Dans ce système, fixons l’éco- 
nomie des conditions initiales dont la donnée détermine entièrement 
un groupe d’intégrales ordinaires ('), et construisons un quadrillage 
rectangulaire dont les lignes correspondent aux variables indépen- 
dantes, et les colonnes aux fonctions arbitraires qui figurent dans les 
conditions initiales; puis, dans l’une quelconque i ces colonnes, 
noircissons à l’aide de hachures les cases des diverses variables dont 
ne dépend pas la fonction arbitraire correspondante. En répétant cette 
opération successivement dans toutes les colonnes, nous obtiendrons 
une sorte de damier où les cases blanches ét noires pourront offrir des 
dispositions relatives variées. Finalement, partageons les variables 
indépendantes en groupes, suivant que, dans le Tableau ainsi cons- 
truit, les lignes offrent ou n’offrent pas la même disposition de cases 
blanches et noires. En supposant, par exemple, qu'il y ait cing 
variables indépendantes, x, », 3, s, ¢, et sept fonctions arbitraires, 


(1) | Fi(2), 0 FE (ATOS ASS OM F(z, 3,8, ¢), 

| Fs(9,¢), F(xsr,4), F:(0,3,5,4), 

la considération d’un pareil Tableau nous conduira à partager les 
variables indépendantes en quatre groupes comprenant, le premier la 
variable a, le deuxième la variable y, le troisième les variables z et s, 
le quatrième la variable ¢: ce dernier groupe correspond aux lignes 
du Tableau entiérement dépourvues de cases notres. Extrayons alors, des 
espares 


{el [ol [fast [help 


les régions respectives 


OS RE eae 


chacune des trois premières, ¥,, U,, B.,,, étant une limite de région 
normale, limitée, et monodromique, la dernière, @,, une limite de région 
normale et limitée. 

Cela posé, sr, d’une part, les coefficients du système S sontdes fonctions 


(1) Loc. cit., p. 169 et suiv. 


16 CH. RIQUIER. 
. , are : , . bee 
analytiques et régulières dans la région 


(2) (Uz, ü,, Rs, ü,) ; 


st, d'autre part, on a choisi pour les arbitraires (1) des fonctions analy- 
tiques et régulières dans les régions respectives 


a, (#,, ü,), (Us, %,), (Bz, Us, ¥,), 
ü,, &;), (Bz, “,, ü,), (4,, ass ü,) : 


les intégrales correspondantes ne pears manquer d’étre elles-mêmes 
analytiques et régulières dans la région (2). 

Ce résultat a fait l’objet d’une Note communiquée à I’ Académie des 
Sciences le 20 janvier 1919. 


Rappel de notions fondamentales relatives au calcul des fonctions 
par cheminement. 


1. Nous plaçant, indifféremment, dans le monde des quantités 
réelles ou dans celui des quantités imaginaires, et désignant par x, 
y, ... des variables indépendantes en nombre quelconque, nous nom- 
merons domaine toute région de l’espace [[æ, y, .. .]] définie par un 
système de relations de la forme ; 


mod (ic — To) <Rz, mod(]—3»)<R;, ..., 
OÙ (Lys Yor +++) désigne un point fixe, et R,, R,, ... des constantes 
positives (0); ces constantes seront elles-mêmes les rayons du 
domaine, le point (a, y,, ...) en sera le centre. 

Une série entière en x —a,, y— Yo, ..., admettant, autour du 
centre (ay, Yo, --), quelque domaine de convergence, définit, comme 
on le sait, une fonction olotrope de x, y, ... dans l’intérieur d’un 
pareil pari Donnons à ce développement la forme de Taylor; puis, 
désignant par (x,,Y,,...) un point intérieur au domaine, introduisons 


dans ce développement et dans toutes ses dérivées l'hypothèse 
numérique 


RV, ooo — Lis Ji; ….. 


Es PR ES 


ns De TR 


~~ 6 


ian i A “gt LON io 
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La connaissance des sommes de ces divers développements nous per- 
mettra évidemment de construire celui de notre fonction à partir des 
nouvelles valeurs initiales 2,, y,, ... : ce deuxième développement 
de Taylor, entier en æ—x,, y—y,, ..., admettra certainement 
quelque domaine de convergence, et nous dirons, pour abréger, qu'il 
se raccorde avec le praia : 

Céla posé, considérons, dans l’espace [[æ, y, ...J], un chemin brisé 
ayant pour sommets successifs 


(3) (Los os ++); (Lis Nay er.) (Les V2) +++), een (Te Yes ce.) CAT ee) 


Si, à partir de ces sommets successifs, on peut construire autant de 
développements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le 
premier ne soit autre que le développement donné, le chemin brisé (3) 
sera dit praticable relativement au développement donné. D’après cela, 
il faudra done, pour que le chemin (3) soit praticable, que le dévelop- 
pement donné admette des rayons de convergence respectivement 
supérieurs aux modules des différences x, — x,, y,— Yo, ..., ce qui 
permettra de construire, à partir des'valeurs x,, y,, ..., un deuxième 
développement se raccordant avec le premier; il faudra ensuite que ce 
nouveau développement admette des rayons de convergence respecti- 
vement supérieurs aux modules des différences æ, — æ,, Ya — Yi, +++; 
ce qui permettra de construire, à partir de æ,, y,, ..., un troisième 
développement se raccordant avec le second; et ainsi de suite jusqu’au 
développement construit à partir de x,, yz, ..., qui doit admettre des 
rayons de convergence supérieurs aux modules des différences X — x,, 
Y — yz, ..., afin qu’un dernier développement puisse être finalement 
construit à partir de X, Y, 

Le développement entier eh æ — x, y — yy, ... pris comme base 
du caleul précédent a été qualifié par Méray de fondamental ; de même 
les premières valeurs, 2, Yo, - +.» des variables indépendantes [cette 
qualification s'étend d’elle-méme au point (a, ¥, -.) dont elles sont 
les coordonnées réelles ou imaginaires]. Un développement fonda- 
: mental donné (admettant quelque domaine de convergence) est dit 
définir, non pas une fonction, mais une pseudo-yonction (') de x, 


(1) Si l'on considère en effet deux chemins brisés partant du point (5,9%. .. .) et abou- 


Ann. Ec. Norm. (3), XXXVIIT. — JANVIER 1921. 3 
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y, -..('): pour plus de simplicité toutefois, Méray remplace souvent 
le mot pseudo-fonction par le mot fonction, auquel il attache le même 
sens (?). 

Si à un développement fondamental quelconque on substitue sa 
dérivée d’ordres partiels p, g, ..., tout chemin brisé praticable relati- 
vement aux anciennes données l’est encore relativement aux nouvelles, 
et les développements successifs obtenus dans le second cas sont les 
dérivées d'ordres partiels p, g, ... de ceux qu'on obtient dans le 
premier. Cette deuxième pseudo-fonction se nomme la dérivée d'ordres 
partiels p, g, ... de la proposée. 

Enfin, si l’on considère simultanément diverses pseudo-fonctions 
de x, y, ... définies par un mème point fondamental et divers dévelop- 
pements fondamentaux, une expression de forme entière par rapport 
aux sommes de ces développements et de leurs dérivées d’ordres 
quelconques définit évidemment une nouvelle pseudo-fonction ; et 
tout chemin praticable à la fois pour les diverses pseudo-fonctions 
données ne peut manquer de l’être aussi pour la nouvelle. 


2. Étant donné, dans l’espace [[æ, y, ...]], le chemin brisé (3), 
formons, avec les coordonnées de deux sommets consécutifs quel- 
conques, le Tableau des différences 


Li Lo, Lo — Li, 


et évaluons, dans les lignes respectives de ce Tableau, les plus grands 
modules, 2, 4, .., que présentent les différences dont il s’agit : ces 
quantités w,, 4, ... se nommeront les écarts maxima du chemin 
brisé (3). 

Considérons maintenant, d’une part, une pseudo-fonction de x, 
», -.,, définie, conformément aux explications qui précèdent, par un 
EN PAPE CPC ART NONE TAS SecA NOL Cae TE RER er. 


tissant au même sommet final, ces deux chemins, à supposer qu'ils soient l’un et l’autre 
praticables par rapport au développement donné, peuvent conduire, suivant les cas, soit 
au même développement final, soit, au contraire, à deux développements distinets. 

(1) Que Méray qualifie d'oloide. 

(?) En y adjoignant l’épithète localement olotrope. 


ne 


ES EE 
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point fondamental, (a, 79, ...), et par un développement fonda- 
mental; d'autre part, une région continue ('), @, extraite de l’espace 
[Ex >, ...]], et contenant le point (a, y, ...). Nous dirons que la 
pseudo-fonction dont il s’agit est calculable par cheminement dans la 
région R avec les rayons de convergence R;, R,, ..., si tout chemin brisé 
ayant son premier sommet au point fondamental, ses-divers sommets 
dans la région @, et des écarts maxima respectivement inférieurs à R,, 
R,,.. , est praticable pour la pseudo-fonction et conduit à des déve- 

‘loppements successifs admettant tous comme rayons de convergence 
Bre : +. -8 : 

Cette condition étant supposée satisfaite, si, de plus, le développe- 
ment final auquel on est conduit à l’extrémité d’un pareil chemin 
dépend uniquement des coordonnées de cette extrémité, et non du 
chemin suivi pour y arriver, la pseudo-fonction sera dite monodrome 
dans la région ® avec les rayons R,, Ry, ..… 


3. Certaines régions, extraites de l’espace [[x, y, ...]], jouissent, 
par leur forme même, de cette propriété remarquable, que le seul 
fait, pour une pseudo-fonction, d’y être calculable par cheminement, 
entraine comme conséquence nécessaire la monodromie (sous la seule 
condition que, dans les chemins brisés parcourus, les sommets 
successifs soient suffisamment rapprochés). L'examen de ce cas 
nécessite tout d’abord quelques définitions nouvelles. 

Nous nommerons lacet tout chemin brisé dont le sommet final 
coincide avec le sommet initial; le point où se trouvent réunis les deux 
sommets extrêmes sera l’origine du lacet. ; 

Nous nommerons réseau une suite (limitée) de lacets, 


4 


Ly, L;, L>, td; Lp, 


ayant tous la méme origine et le méme nombre de sommets, et dont le 


(1) La continuité d'unc' région peut se définir à l’aide de considérations dont le lecteur 
trouvera l'exposé, soit dans l'Ouvrage inlitulé : Les systèmes d'équations aux dérivées 
vartielles (n° 37), soit dans le Mémoire intitulé : Sur les systèmes partiels du premier 
ordre auxquels s'applique la méthode d'intégration de Jacobi et sur le prolongement 
analytique de leurs intégrales (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3° série, 
t. VII, note des pages 78 et suiv.). 
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premier, L,, a tous ses sommets confondus avec l'origine commune; 
cette dernière sera l’origine du réseau. 

Étant donné, dans l’espace [[æ, y, ...]], un réseau, prenons-y à 
volonté, soit deux sommets consécutifs appartenant à un même lacet, 
soit deux sommets de même rang appartenant à deux lacets consé- 
cutifs, et formons les différences entre les coordonnées semblables de 
ces deux points; en répétant l'opération de toutes les manières 
possibles, nous obtiendrons le Tableau 


Cela étant, si, dans les lignes respectives du Tableau, on évalue les 
plus grands modules, p,, p,, ..., que présentent les différences dont il 
s’agit, ces différences p,, p,, ... se nommeront les écarts maxima du 
réseau. i 

Ces diverses définitions étant posées, les régions auxquelles nous 
avons fait allusion plus haut sont celles qui, étant continues, satisfont 
en outre à la condition suivante : 


‘ 


« Une constante positive a étant donnée, on peut assigner une 
constante positive 8, non supérieure à @, et telle, que tout lacet ayant 
ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima moindres 
que $ puisse être considéré comme le lacet final de quelque réseau 
ayant ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima 
moindres que @. » 


En raison de la propriété dont elles jouissent, et que nous formule- 
rons dans un instant d’une manière plus précise (n° 5, infra), de 
pareilles régions seront qualifiées de monodromiques. 

Le cas d’une région convexe est l’un des plus simples que l'on puisse 
citer comme exemple de région monodromique ('). 


4, La remarque suivante est maintes fois utilisée : 
Supposons que les variables indépendantes aient été partagées en 


(1) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 73. 


GG rm certe de Se mr ve 


a © 2 
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un nombre quelconque de groupes, trois, par exemple, 


‘ EE OS AES SI, GE A Perr 
et soient 


(4) a} ROIS RARE FAR 

trois régions respectivement extraites des espaces correspondants 
(5) eee (PE 
l'association de ces trois régions en fournit une, 

1 OA (By...) Ms Ms...) 

extraite de l’espace . 

(7) Seen ANSE | 


Cela étant, il est extrémement facile d’apercevoir que st les régions (4) 
[considérées chacune dans celui des espaces (5) qui lui convient] sont 
supposées monodromiques, la région (6) [considérée dans |’ espace (7)| 
ne peut manquer de l’étre aussi. 


5. Voici maintenant la propriété capitale, annoncée plus haut, des 
régions monodromiques. 

Les variables indépendantes æ, y, ... étant en nombre n, considé- 
rons, d’une part, une région monodromique donnée, #, extraite de 
l’espace [[æ, y, ...]], d'autre part, m constantes positives (> 0) 
données, R,, R,, ... : si l’on désigne par r une quantité positive 
au plus égale à la plus petite de ces dernières, on peut, en vertu 
de la définition des régions monodromiques, assigner au-dessous 


de = une constante positive, p, telle que tout lacet construit dans % 


avec des écarts maxima moindres que ¢ puisse être considéré comme 
le lacet final de nos réseau construit dans ¥ avec des écarts 


maxima moindres que = + 


Cela posé, toute pseudo- fonction calculable par cheminement dans la 
région monodromique % avec les rayons R;, R,, ... y est certainement 
monodrome avec des rayons tous égaux à ¢. 
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En d’autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables 
pour la pseudo-fonction) qui partent du point fondamental, et qui, 
avec des écarts maxima moindres que R,, R,, ..., ont tous leurs 
sommets dans la région @, on s’astreint à ne considérer que ceux dont 
les n écarts maxima sont moindres que », le développement auquel on 
est conduit à l'extrémité d’un pareil chemin dépend uniquement de 
cette extrémité, et non du chemin suivi pour y arriver. 

La démonstration de cette propriété se trouve exposée en détail dans 
l’Ouvrage déjà cité ('). 


Conditions suffisantes pour la possibilité du calcul par cheminement 
dans certaines régions. 


6. Certaines régions jouissent, comme nous allons le voir, de cette 
autre propriété, que la possibilité, pour une pseudo-fonction, d'y être 
calculée, avec les rayons R,, R,, ..., sur quelques-uns seulement des 
chemins brisés visés par la définition du n° 2, entraine cette même 
possibilité sur les chemins restants. 

Considérons des variables indépendantes partagées en groupes, 


(8) Be cop VS SIT TS NMR PEU NS 


dont nous désignerons le nombre par À (nous avons supposé ici, pour 
fixer les idées, À = 4); et, dans les espaces respectifs 


ee LP I PM ls 


les régions continues. 


CITE 


ns LP | NE 


. 
pu. 


l'association de ces dernières fournit, dans l’espace 


oe LE Blues cokes aha | 
une région, 
(9) LR Mics Banus Wa ucie 


qui est elle-méme continue. 


Sa "ne 
(1) Les systèmes d’équations aux dérivées partielles, n° 72. 
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Désignant ensuite par 
(10) CT of, Shs es 2 Bae ) 


un point déterminé de la région (9), considérons spécialement, parmi 
les chemins brisés ayant leur origine en ce point et leurs divers 
sommets dans la région (9), ceux où l’on fait varier les À groupes de 
variables séparément et successivement dans un ordre assigné d'avance, 
par exemple dans l’ordre inverse de (8). Un pareil chemin, dont nous 
désignerons le sommet final par 


lee rase ape he Be 


se compose évidemment de h( = 4) tronçons successifs : sur le premier 
tronçon, les points 


(æ, ...), (Ys .)) (3, ..:) 
conservent, dans les régions respectives 


TE 


Bros Byes 4 ee 
les positions fixes . 
(Lor ++.) (Yor eee) (Sos...) 


tandis que le point (s,...) prend, dans la région %,, une suite de 
positions commençant à (s,, ...) et finissant a(S, ...); sur le deuxième 
tronçon, les points 
‘ (æ,...), (Yr eds (S, «..) 


conservent, dans les régions respectives 


Tas By oy Be. 


les positions fixes 
(To, a» ap CYes ds FC ae 8 


tandis que le point (z, ...) prend, dans la région @.., une suite de 
positions commençant à (z,,...) et finissant à (Z, ...); sur le tronçon 
suivant, les points 

Caine HP EDR (6522) 


conservent, dans les régions respectives 


Wy... We, Baty 
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les positions fixes | 

1) HRA PIS, 
tandis que le point (y, ...) prend, dans la région #,., une suite de 
positions commençant à (y,, ---) et finissant à (Y, ...); enfin, sur le 
dernier tronçon, les points 


(Pre. (ss), (sr) 


conservent, dans les régions respectives 


PAT 3, 
les positions fixes 
CVRD) GP Es 


tandis que le point (x, ...) prend, dans la région #,.., une suite de 
positions commençant à (a, ...) et finissant à (X, ...). 

Considérons maintenant une pseudo-fonction des variables (8) 
définie par le point fondamental (10) et par un développement fonda- 
mental, et supposons que, en désignant par 


(11) Hassan Dre dus er 2521 aan: 


des constantes positives convenablement choisies, tous les chemins 
brisés de la région (9) ayant leur premier sommet au point (10) et présen- 
tant, avec des écarts maxima respectivement moindres que (11), la struc- 
ture spéciale ci-dessus décrite, soient praticables pour la pseudo- fonction 
et conduisent à des développements successifs admettant les rayons de 
convergence (11). 

Cela étant, notre pseudo- fonction est calculable par cheminement dans 
la région (9) avec les rayons (11); st, de plus, les divers chemins spécifiés 
dans cette région par l'hypothèse précédente conduisent, pour une méme 
extrémité finale, au méme développement final, notre pseudo- fonction y 
est monodrome avec ces mêmes rayons (11). 

La démonstration de cette. propriété, qui nous sera d’un grand 
secours dans la dernière partie du présent Mémoire (n° 10, infra), se 
trouve exposée en détail dans un Mémoire antérieur (!). 


(1) Sur quelques principes généraux relatifs à la théorie des fonctions d'un nombre 
quelconque de variables (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. IX; 
voir le n° 43 du Mémoire, p. 138 et suiv. ). ; 


ee af ne né RER 


PR TS 
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Spécification des systèmes qui font l'objet du présent Mémoire; 
calcul par cheminement de leurs intégrales. 


7. Considérons un système différentiel d’ordre quelconque, où se 
trouvent engagées, avec un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes, æ, y, ..., un nombre également quelconque de fonctions 
inconnues, u, #, ...; et à chacune des inconnues u, 9, ... faisons 
correspondre un entier algébrique déterminé que nous nommerons 
_ la cote de cette inconnue. Considérant ensuite une dérivée quelconque 
de l’une des inconnues, nommons cote de la dérivée en question 
l’entier algébrique obtenu en ajoutant à la cote de l’inconnue l’ordre 
total de la dérivée. | 

Cela étant, nous dirons que le système est phanéronome, s’il remplit 
à la fois les deux conditions suivantes : | 


1° Il se trouve résolu par rapport à certaines dérivées, qui ne 
figurent, non plus que leurs rare dérivées, dans aucun des seconds 
membres. 

2° Une cote convenablement choisie étant attribuée, comme il vient 
d’être dit, à chacune des fonctions inconnues u, 9, ..., chaque second 
membre ne contient, outre les variables indépendantes, que des quan- 
tités (inconnues ou dérivées) dont la cote tombe au-dessous de celle 
‘du premier membre correspondant. 


Par exemple, l’équation différentielle 


oe = f(x, u) 


constitue un RIT ENS phanéronome. Il en est de même de l’équation 
aux dérivées partielles 


du du du 
Pre =F (a, Jr Uy a ay 
comme aussi de l’équation 

dr (aide 28) 
drdy Nr Oy? dy 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — JANVIER 1921. we 4 
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Il en est encore de même des équations simultanées 


sn =H(x Ny UV Sa bed? ae tat ee > 
dx? dy 7 Ban Gy 02 DES OF UT ay 
ae =K (+ YY, UY Qu, Ai Cite UN NUE ees > 
DR a Oe OF OL" OL ay OF VE OF 


qui, moyennant l'attribution à w et ¢ des cotes respectives o et 1, rem- 
plissent les conditions formulées ci-dessus. 

Ainsi que nous l'avons fait observer dans l’Introduction, les systèmes 
phanéronomes constituent, d’après leur définition même, un cas très 
particulier de ceux que nous avons nommés orthonomes ; en consé- 
quence, tout système phanéronome passif est complètement intégrable. 


8. Considérons actuellement un système différentiel, S, possédant 
la triple propriété d’être : 


1° Phanéronome ; 

2° Passif ; 

3° Linéaire par rapport à l’ensemble des fonctions inconnues et de 
leurs dérivées ; 


et nommons, comme d'habitude, coefficients du système les fonctions 
des seules variables indépendantes qui figurent dans les seconds mem- 
bres, soit comme multiplicateurs des inconnues ou de leurs dérivées, 
soit comme termes indépendants de ces quantités. 

Dans ce système, fixons l’économie des conditions initiales dont la 
donnée détermine entièrement un groupe d’intégrales ordinaires ('), 
et construisons un quadrillage rectangulaire dont les lignes corres- 
pondent aux variables indépendantes du système S, et les colonnes 
aux fonctions arbitraires qui figurent dans les conditions initiales ; 
puis, dans l’une quelconque de ces colonnes, noircissons à l’aide de 
hachures les cases des diverses variables dont ne dépend pas la fonc- 
tion arbitraire correspondante. En répétant cette opération successi- 
vement dans toutes les colonnes, nous obtiendrons une sorte de 


rr 


(1) Foir l'Ouvrage intitulé : Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, 
p. 169 et suiv. ; 
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damier où les cases blanches et noires pourront offrir des dispositions 
relatives variées. Finalement, partageons les variables indépendantes 
en groupes, suivant que, dans le Tableau ainsi construit, leurs lignes 
offrent ou n’offrent pas la même disposition de cases blanches et 
noires ; c’est-à-dire mettons dans un même groupe les variables dont 
les lignes offrent la mème disposition, dans des groupes différents les 
variables dont les lignes offrent des dispositions différentes. En 
supposant, pour fixer les idées, qu'il y ait cing variables indépen- 
dantes, æ, y, 3, s, t, et sept fonctions arbitraires dépendant respecti- 
vement des variables 


LED TS TS CT Le Sy COM Gees Ms Wa ls af) SU 


la considération d’un pareil Tableau 


(11 bis) 


nous conduira a partager les yariables en quatre groupes comprenant, 
le premier la variable x, le deuxiéme la variable y, le troisiéme les 
variables s et s, le quatrième la variable ¢. (En vue de notre énoncé 
dû n° 10, safra, il convient d’observer dès maintenant que ce dernier 
groupe, #, correspond aux lignes du Tableau entiérement dépourvues de 
cases noires.) 

Considérons maintenant, dans le système S, un groupe d’intégrales 
répondant à des conditions initiales déterminées, et regardons désor- 
mais comme fondamentales les valeurs initiales, æe, yo, os Say dos 
choisies pour les variables indépendantes; considérons ensuite, dans 


3 
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les espaces | 
[el [ti] [ls st} (tell 
des régions continues, 


%,, ¥,, 


y? Ms, 4,, 


comprenant respectivement les points 
Xo, Yo (3, So)» lo. 


Cela posé, si, d’une part, les coefficients du système S sont tous calcu- 
lables par cheminement dans la région 


(12) < (Az, %,, LA %,) 
avec les rayons 


(13) Rz, R,, R:, Ry, Re; 

st, d’autre part, on a choisi, pour les sept arbitraires qui figurent dans 
les conditions initiales, des fonctions respectivement calculables, avec ces 
mémes rayons, dans les régions 


WU, (>, u), (Us U,), (Uz, Us, ü,), 
(U,, ü,), (>, u,, ü,), (4,, Us ¥,), 


les intégrales correspondantes ne peuvent manquer d’étre calculables, avec 
les rayons dont il s’agit, dans la région (12). 

D'après ce que nous savons d’une manière générale sur l’économie 
des conditions initiales dans un système complètement intégrable, 
celles que nous venons d'imposer aux intégrales de S ont la structure 
suivante : dans leurs premiers membres figurent les diverses inconnues 
du système S et quelques-unes de leurs dérivées ; dans leurs seconds 
membres figurent les sept fonctions dont on a fait choix pour les arbi- 
traires; et chaque premier membre est assujetti à se réduire identi- 
quement au second membre correspondant, lorsqu’on y remplace par 
les valeurs initiales choisies celles d’entre les variables indépendantes 
dont ne dépend pas l'arbitraire du second membre. Nos conditions 
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initiales sont donc de la forme 


LT y (4) pour Waly, BIS Di Von os 
A‘ 6) (a, 4) » PS ASE M, Sr oF 
8 = 6, (3's, t) » HY = Bs Fos 
(14) AR, (2, 3's, td yee ye 
D = (7, ¢) » _ Ly BS PIG MES SS 
MS he (ets 8) » 8) SSE 35h) 55> 
QS addy. 18 spy Die ey) 


où l’ensemble des sept quantités 


(15) T, A, @,°A, ® w, Q 


comprend toutes les inconnues du système proposé S avec quel- 
ques-unes de leurs dérivées. 

Cela étant, on peut établir que les fonctions (15) sont calculables 
par cheminement dans la région (12) avec les rayons (13); cette 
démonstration se trouve exposée en détail dans un Mémoire anté- 
rieur (‘). 


Examen du cas spécifié dans l'Introduction. 


9. L'examen du cas que nous avons maintenant à étudier nécessite, 
en vue d’un exposé rigoureux, des notions qu'il est tout d’abord 
indispensable de rappeler ou de poser. 


I. Nous dirons qu’une région, ¥, de l’espace [fav hy est 
normale, si elle satisfait à la double condition suivante : 1° la région R 
est continue; 2° tout point de la région % est le centre de quelque 
domaine (n° 1) entièrement situé dans 4. 


Il. Étant donnés, dans l’espace [[æ, y, ...]], une région, @, et, 
dans cette région, un point, (a, Jos -..), Supposons qu'il existe 
quelque suite illimitée de régions normales, 


Wee Be 


(*) Sur le calcul par cheminement des intégrales de certains systèmes différentiels 
(Annales de l’École Normale, janvier et février 1903). 
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toutes extraites de la région À, comprenant toutes le point (a, Yor Kip 
et telles : 1° que tout point de la région ® finisse, à partir d'une 
valeur suffisamment grande de m, par être situé dans WR”; 2° que, 
pour toute valeur de m, #” soit entièrement compris dans R*". 

On verra sans peine qu’une région jouissant de cette propriété est 
nécessairement normale (*). 

Considérons maintenant une fonction de a, y, ... définie, dans le 
voisinage du point (x, Yo, ---), par la somme d’un certain développe- 
ment fondamental, entier en æ—x,, Y—Yo, ---, et admettant 
quelque domaine de convergence. Cela étant, st la fonction dont il 
s’agit peut, quel que soit m, être prolongée analytiquement dans ®” 
(en restant bien définie dans toute l’étendue de ®”), elle est assi- 
milable à une fonction olotrope dans toute l’étendue de la région R (*). 


lll. Les variables x, y, ... étant, comme dans tout ce qui précède, 
indifféremment réelles ou imaginaires, nous nommerons distance des 
deux points (æ,,y,,...), (az, Ya, ---) la racine carrée arithmétique 
(c’est-à-dire non négative) de la quantité 


mod (r;— 22) + mod (9-— y's)? +... (3). 


Cela poze, st la distance de quelque point fixe del espace [[æ, >, ...]]à 
un point vartable d'une région donnée, XR, de cet espace reste toujours 
in férieure à quelque constante positive, tout point fixe de |[æ, y, ...|| jouit, 
par rapport a Xt, de la même propriété : la région @, en pareil cas, est 
dite fimitée (*). 

IV. Si l'on considère, d’une part, une région déterminée, d’autre 
part, un point déterminé étranger à la région, il arrive nécessairement 
de deux choses l’une : ou bien ce point est le centre de quelque 


(1) Sur les systèmes partiels du premier ordre auxquels s’applique la méthode d'inté- 
gration de Jacobi, et sur le prolongement anal'tique de leurs intégrales (Annales de la 
ne ulié des Sciences de Toulouse, 3° série, t. VII: voir le n° 6 du Mémolt, p. 87 et FA 

(2) lbid.. n° 6. 

(*) Pour que deux points soient identiques; c'est-à-dire pour que leurs coordonnées 
semblables soient respectivement égales, il est évidemment nécessaire et suffisant que 
leur distance ainsi définie soit nuile. 

(*) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles (us 2 ct 15). 
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domaine entièrement étranger à la région, ou bien il n’est le centre 
d aucun domaine de cette espèce; nous dirons, dans le premier cas, 
qu'il est complètement extérieur à la région, et, dans le second, qu'il lui 
est semi-extérieur. À 

Une région sera dite complète, si tout point étranger à cette région 
lui est complètement extérieur. 

Cela posé : - 


A. Si à une région quelconque, @, de l’espace [[x, y, .. || on adjoint 
celle que forment les points semi-extérieurs à @, la région ainsi obtenue 
est nécessairement complete ( 1, | 

, B. Sid une région limitée, Ui, de l’espace [[x, y, ...]] on adjoint celle 
que forment les points semi-extérieurs à %, la région ainsi obtenue est 
elle-même limitée (?). 


V. Considérons, dans l’espace [[æ, y, ...]], une région, #, jouis- 
sant de la propriété suivante : 


« Il existe quelque suite indéfinie de régions, 


“/, Rr’, sey REY), CCE 


telle : 1° que, pour toute valeur de m, la région @°” soit normale, 
limitée, et entièrement comprise dans ®; 2° que, pour toute valeur 
de m, la région (nécessairement limitée et complete) obtenue par 
l’adjonction à ®” des divers points semi-extérieurs à WR” soit entie- 
rement comprise dans @(**"; 3° que tout point de ® finisse, à 
partir d’une valeur suffisamment grande de m, par ètre compris 
dans WR”. » . 


-Nous exprimerons d’une facon abrégée cet ensemble de condi- 
tions en disant que la région ® est une limite de région normale et 


/ 5 


limitée. 


(1) Sur les systémes partiels du premier ordre auxquels s’applique la méthode d'inté- 
gration de Jacobi, et sur le prolongement analytique de leurs intégrales, n° 10, I 
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3° série, t. VIT). 

(2) Ibid., n° 10, II. ‘ 


3 * 
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‘ ’ af. N = sé : . 
On voit sans peine qu'une pareille région est nécessairement 
normale. 


VI. Les mêmes choses étant posées qu’à l'alinéa précédent V, si, 
de plus, la région variable #” est. monodromique quel que soit m, 
nous dirons que la région ¥ est une /imite de région normale, limitée, 
et monodromique. 


10. Nous pouvons maintenant formuler l’énoncé du cas intéressant 
auquel fait allusion le titre du présent paragraphe. , 

Désignons par S un système différentiel possédant la triple propriété 
d’être : 


1° Phanéronome ; 

2° Passif ; : 

3° Linéaire par rapport à l’ensemble des fonctions inconnues et de 
leurs dérivées ; 


supposons, par exemple, comme au n° 8, que les fonctions inconnues 

qui s’y trouvent engagées dépendent des cing variables +, y, =, s, ¢, 
_et qu’en fixant dans ce système l’économie des conditions initiales, 
on soit conduit, comme nous l'avons expliqué, au Tableau (11 dis), 
et, par suite, au partage des variables indépendantes en quatre 
groupes, 


dont le dernier, £, correspond aux lignes du Tableau entiérement 
dépourvues de cases noires. Extrayons alors des espaces 


[zll, [ty] [fs], [Cal 


les régions respectives 


(16) 4, 4, Ms ñ,, 


et supposons que chacune des trois premières, @,, @,, #.., soit une 


« limite de région normale, limitée et monodromique », la dernière, ¥,, 
une « limite de région normale et limitée » (n° 9, V et VI); choisissons 


? 
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enfin, pour les variables indépendantes, des valeurs initiales, 


Xo, Yo S05 Sos Los 


n'excédant pas les régions (16), et considérons un groupe d’inte- 
grales particulières du système S répondant à des conditions initiales 
données. : 


Cela posé, sz, d’une part, les coefficients du système S sont olotropes 
dans la région | 


(17) 4 (%,, %,, LES M), 


= 


si, d'autre part, on a choisi, pour les sept arbitraires qui figurent dans 
les conditions initiales, des fonctions respectivement olotropes dans les 
régions 
Me, (Wx, Hy), (Mes M), (Br, Ms, M), 
(By, M), (Bz, By, M), CM, Us, 4), 


les intégrales correspondantes ne peuvent manquer d’étre olotropes dans 
EST spo ; P q Pp 


la région (17). 


I. Désignant par 
CS Ae 


SION sey 


des variables indépendantes partagées en deux groupes qui en 
contiennent chacun un nombre quelconque, considérons une pseudo- 
fonction calculable suivant le chemin brisé : 


{ (Zo, Vos ++ +9 Foy So» Se 
ESS PEN EN AE een À 
(Oey Poe 2s ess 2e 

RS EEE ac LENS 
(Los Yor ++ +5 Fey Sey +.) 


: (2, Des 23% Z, S, +.) 


z 


où les variables x, y, ... du premier groupe conservent, pour tous les 
= sommets successi fs, les valeurs fixes 24, Yo, «++, et Supposons qu'après 
avoir calculé cette pseudo- fonction par cheminement du sommet initial 
au sommet final en ordonnant ses développements successi fs par rapport 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — FÉVRIER 1921, , 5 
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aux différences &æ — 5, Y — Yo, +++, On introduise dans le développe- 
ment final l'hypothèse numérique 


(18) ae De Vie aah eg tk M 


Cela étant, on peut, sans changer le résultat, procéder dans l’ordre 
inverse, c’est-à-dire introduire dans le développement initial l'hypothèse 
numérique (18), et calculer ensuite la pseudo-fonction ainsi obtenue 
suivant le chemin 

(39, $0, +=.) 
(Sir ee), 


(2, So, ---)s 


weet eee ey 


(2g, Sg, +++); 


(Daya). 


II. La région ®, étant, par hypothèse, une limite de région normale, 
limitée et monodromique (n° 9, VI), il existe, dans l’espace [[x]], quelque 
suite indéfinie de régions, 


Fe EON ees UE 

telle : 1° que, pour toute valeur de m, la région R,” soit normale, 
limitée, monodromique, et entièrement comprise dans %,; 2° que, 
pour toute valeur de m, la région (limitée et complète), £””, obtenue 
par l’adjonction à RY” des divers points semi-extérieurs a a” (Roa vo 
soit entièrement comprise dans ¥,"*"’; 3° que tout point de 4, finisse, 
à partir d’une valeur suffisamment grande de m, par être compris 
dans À; 

Les hote M, et 4.., dont chacune est, comme #,, une limite de 
région normale, limitée et monodromique, jouissent, pour cette raison, 
de propriétés toutes semblables. : 

Et il en sera de même de la région ¥,, qui, par hypothèse, est une 
limite de région normale et limitée (n° 9, V), à cela près que la région 
variable, 4,", que l'on est conduit à envisager en appliquant la défini- 
tion, peut, indifféremment, être ou non monodromique. 

Cela posé, je dis que si l’on attribue à l’entier m une valeur parti- 
culière déterminée (quelconque), les intégrales considérées du système S 
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sont monodromes, avec des rayons convenablement choisis (n° 2), dans la 
région 


(19) (ue, mue, LISA nv”), 


| On ne considère, naturellement, l’entier m qu’à partir d’une valeur 
suffisamment grande pour que le point fondamental. 


(ro Mo oriSos, te) 


reste constamment compris dans la région (19), quel que soit m. | 
La région limitée et compléte 


(20) 3 (or ins 1 gym) 


se trouvant entièrement comprise dans la région normale 


(m+1) (mt+1) m+1) (m+1) 
(#> , RY ) es el Li ), 


où les divers coefficients du système S sont olotropes, il résulte d’une 
. propriété connue (') que ces coefficients admettent, en un point 
variable de (20), un système d’olométres (au moins) égaux à des 
quantités positives fixes convenablément choisies ; à plus forte raison 
en est-il de mème en un point variable de la région (Go), entièrement 
comprise dans (20). 

Semblablement, la région limitée et complète #/" se trouvant 
entièrement comprise dans la région normale @,"*", où la première 
des sept arbitraires figurant AT les conditions initiales est 
olotrope, cette GcBtfraire® admet, en un point variable de £,", un 
olomètre (au moins) égal à une quantité positive fixe convenablement 
choisie; à plus forte raison en est-il de même en un point variable 
de À”. 

Semblablement encore, la région limitée et complète ( $2", #7") se 
trouvant entiérement comprise dais la région normale (HO, es 
ou la deuxième des sept arbitraires Fans dans les conditions 
nice est olotrope, cette arbitraire mee en un point variable 

ay ae 5), un système d’olométres (au moins) égaux à des 


(1) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° 37, I. 
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quantités positives fixes convenablement choisies; à plus forte raison 
en est-il de même en un point variable de (#,”, B;"). 

-Et ainsi jusqu’à la septième et dernière ache onto: 

En conséquence, on peut assigner des constantes positives, R,, R,, 
R,, R,, R,, telles : 1° que les divers coefficients du.systéme S soient 
calculables par cheminement dans la région (19) avec les rayons 
RSR RARE; 2° que les sept arbitraires figurant dans les condi- 
tions initiales soient caleulables, avec ces mêmes rayons, dans les 
régions respectives 


(mm) ; (m) cm) (mn) (mn) (Un) (mn) (ny 
%, ? (U> , }, (Us, LD )s (*P » rss By ); 


20 bis) . oi 
Go 08) am, ym), (HEP, WE, mp), CL, LM, IM. 


Cela étant, si l’on désigne par 7 une quantité positive au plus égalé 
à la plus petite des cinq quantités R,, R,, R,, R,, R;, on peut, en vertu 
de la définition des régions monodromiques (n° 3), assigner, 
au-dessous de 25 une quantité positive, p, {elle que tout lacet construit 
dans la région pers 


(21) | (BY, pir, we) 


de l’espace [[x, y, 3, s]] avec des écarts maxima moindres que puisse 
être considéré comme le lacet final de quelque réseau construit dans 


cette même région (21) avec des écarts maxima moindres que -. Il en 


résulte manifestement qu’en désignant par 7’ un point particulier 


choisi à volonté dans espace [[2]], tout lacet construit dans la 
région - ; 


(22) é « (CE, ve, L'HOE 


3,89 


de l’espace [Lx y, 3, s, ¢]] avec des: betas: maxima moindres que p 
pourra étre sauder comme le lacet final de quelque réseau construit 
dans cette méme région (22) avec des écarts maxima moindres 


que =. Sous le bénéfice de cette observation, nous allons ‘établir que 


les intégrales spécifiées par notre énoncé sont monodromes dans la 
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région (19) avec des rayons tous égaux à p; ces intégrales se trouvant 
LR . , ‘ 

d’ailleurs comprises, comme nous l’avons remarqué plus haut (n° 8), 
au nombre des sept fonctions 


(23) Ty A6: Ad, 9, 


qui constituent les premiers membres des conditions initiales (14), 
nous sommes ramené a prouver que les fonctions (23), calculables 
par cheminement dans la région (19) avec les rayons R,, R,, Rz, R,, R, 
ainsi qu’il résulte déjà de notre proposition du n° 8, y sont, en outre, 
‘ monodromes avec des rayons tous égaux à p. En d’autres termes, si, 
parmi les chemins brisés [tous praticables pour les fonctions (23)| 
qui partent du point fondamental, et qui, avec des écarts maxima 
moindres que R,, R,, R,, R,, R,, ont tous leurs sommets dans la 
région (19), on s’astreint à ne considérer que ceux dont les écarts 
maxima sont moindres que », il s’agit d'établir que le développement 
auquel on est conduit, pour chacune des fonctions (23), à l’extrémité 
d'un pareil chemin, dépend uniquement des coordonnées de cette 
extrémité, ct non du chemin suivi pour y arriver. Finalement, si l’on 
se reporte à notre proposition générale du n° 6, il suffira, pour effec- 
tuer cette démonstration, de se borner au cas où l’on fait varier les 
deux groupes dé variables 


L 


(rar SLT E - 


séparément et successivement dans l'ordre 
RC AN PET LE 
Considérons donc un chemin présentant la structure qui vient d’être 
indiquée, et désignons-en le sommet final par (X, Y, Z,S, T); ce 


chemin se compose de deux tronçons ‘suctessifs. Sur le premier 
tronçon, le point (x, y, 2, s) conserve, dans la région 


(24) (Hg? bi"), BY). 


la position fixe (a), Yo, 39) 0); tandis que le point ¢ prend, dans la 
région @{"”, une suite de positions commencant a ¢, et finissant à T, 
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ce qui donne 
(2, Vos Fo» Sos to)s 
(2o, Yor Fo So, &1), 
(25) (Lo, Yor 505 Soy £2), 
(Los J'os 305 Sos lg) 
(Lo, Vos Foy Sos T). 
Sur le deuxième tronçon, le point ¢ conserve, dans la région RY”, la 
position fixe T, tandis que le point (2, y,2,s) prend, dans la 
région (24), une suite de positions commençant à (po, Yo. 0; So) 
et finissant à (X, Y, Z, S), ce qui donne 


(Loy os Zo, So, T), 
(21, Yi 41, 41, T), 
(26) 4 (Le, Pas Sas Sas T), 
PCI LM. F4 
(2x, Vhs Sky Sky T), 
(XAYS'Z;S, Ty. 
Le chemin considéré se compose ainsi des deux tronçons succes- 
sifs (259, (26). ; | 
Un deuxième chemin de mème extrémité finale et de même struc- 
ture se composera, semblablement, des deux tronçons successifs 


(Los Jos Foy Soy Lo ), 

"(Loy Voy Zos So, Li ), 

(25) | (Los Yos Sos So, 4), 
<p abv oh PRE CARTE: 

(Los Vos Fos Sos fpr). 

| (20, Yo, 505 So, F ) 


et 
(os d'os 305 So, T), 
(2, Ms 31 Si T). 
aus (ah 9 4, 4 T), 


(2h, Yikes Shs sk, T), 
: ek! ez y: 
On ne perdra pas de vue que, sur les deux chemins 


[(25), (26)] et [(27, (28)], 
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les écarts maxima sont moindres que p, à plus forte raison moindres 
que R,, R,, R., R,, R;, et que, dès lors, en vertu du n° 8, ils sont pra- 
ticables pour les fonctions (23). Tout revient à prouver que, à leur 


extrémité commune, ils donnent, pour chacune de ces fonctions, un 
même developneinent final. 


A. Tout d’abord, vette propriété ne peut manquer d’avoir lieu a 
l'extrémité commune des tronçons (25) et (27). En effet, les déve- 
loppements obtenus pour les fonctions (23) au bout de l’un et de 
l’autre tronçon se trouvent entièrement déterminés par la connaissance 
des développements respectivement fournis, au bout des troncons 
dont il s’agit, tant pour les coefficients du système S que pour les 
fonctions qui jouent, par rapport à l’extrémité commune, 


(as Oe sn Be 


A 


considérée à son tour comme point initial, le rôle de déterminations 
initiales des fonctions (23). 

Or, les coefficients du système S étant olotropes, avec les olomètres 
R,, R,, R., R,, R,, dans la région (19), laquelle contient la région 


C25 8 5580; BES 7 


leur calcul, effectué tour à tour suivant les tronçons (25) et (27), 
conduira, pour chacun de ces coefficients, à un même développement 
final. 

Pour avoir maintenant les seconds membres des conditions initiales 
relatives au sommet final, (zy, Yo, Zo, $0, T), soit du chemin (25), 
soit du chemin (27), il faut, après avoir calculé par cheminement les 
sept fonctions (23) du sommet initial au sommet final du chemin dont 
on s'occupe, introduire dans les développements obtenus certaines 
hypothèses numériques, savoir : 


dans le premier,’ © &.ÿ, 3, S== 2, Yo, 50 503 
dans le deuxiéme, milanss= We, Sas S03 
dans le troisieme, Bok Ein Ve} 

dans le quatrième, oe "5 

dans le cinquième, pe, Sah, MAT 
dans le sixiéme, Beh ae Sy, 80 3 


dans le septiéme, ee oe 
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Mais, au lieu d’opérer comme il vient d’être dit, c'est-à-dire de 
calculer d'abord les fonctions (23) du premier au dernier sommet 
de (25) [ou de (27)], et de faire ensuite les hypothèses numériques 
ci-dessus indiquées, on peut (1) procéder dans l’ordre inverse, c'est- 
à-dire considérer les sept fonctions données qui figurent dans les 
seconds membres des conditions initiales (14), et les calculer suivant 
le chemin déduit de (25) [ou de (27)] : 

la première, de ¢, en T; 

la deuxième, de (ze. fo) en (2, T); 

la troisième, de (245%. tay en (ay Sg, 1 Ys 

la quatrième, de (ro, 30s So. lo) EN (2. Fo. Sos T); 

la cinquième, de (Jo. to) en (30. T); 

la sixième, de (2, Jos do) EN (Tos Yo. T) 

la septième, de (Yo Zos Sos lo) C1 (Jos Sos Sos T). 


Cela étant, puisque les seconds membres des conditions initiales (14), 
relatives au sommet (2, Yo, 30, So, fo), sont olotropes, avec les olomè- 
tres R,, R,, R,, R,, R,, dans les régions respectives (20 dis), lesquelles 
comprennent respectivement les régions | 

a (To, Pr (ER So. à d'in (2, Fo. Sos wy, 


(roe BE). (ee Jos M). (es Fas Sos BY”), 


leur calcul, effectué tour à tour suivant les deux chemins respective- 
ment déduits de (25) et de(27), conduira, pour chacun de ces seconds 
membres, & un méme développement final. 

Ainsi se trouve établi, pour les tronçons (25) et (27), le point que 
nous avions en vue. Reste à établir la propriété analogue pour les 
tronçons (26) ct (28). 


B. Du raisonnement fait ci-dessus (A), il résulte que les seconds 
membres des conditions initiales relatives au sommet initial commun, 
(lor Vos Fo» Sos T), des troncons (26) et (28) sont identiques aux 
seconds membres correspondants des conditions initiales (14), rela- 
lives au sommet initial commun, (2); .%o5 35 5051), des tronçons 
(25) et (27), à cela près que leurs développements sont supposés 
construits à partir des valeurs initiales æ,, yo, 30, 5), T, au lieu d’être 
construits à partir des valeurs initiales ay, Vo, os So) lo. Quant aux 
coefficients du système S, il est manifeste que, sauf le changement 


RE 


ES ES SR TS 
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des valeurs initiales à partir desquelles on les suppose développés, ils 
sont restés, eux aussi, identiques à eux-mêmes. Ces diverses fonctions 
sont done calculables, avec les 1 ryote. es a lL Re Ri, les uns, 
(coefficients du systéme S) dans la région 


(29) ae vy, 


les autres (seconds membres des conditions initiales) dans les régions 
respectives 

PL CUT), (BEE. TY). (BE. BLY’. T). 

feelin ee Ee ee we. TE 


Cela posé, il résulte d’abord du n° 8 que les fonctions consi- 
dérées (23) sont calculables, avec ces mêmes rayons, dans la 
région (29), puis, de l'observation faite sur la région (22), et de 
la proposition formulée au n° 5, qu'elles y sont monodromes avec 
des rayons tous égaux à 6; les Fa troncons (26) et (28) conduiront 
done, pour ¢ re Welles, à un même développement final. 

C’est ce qui restait à établir pour l’objet du présent afinéa IL. 


Hl. L'entier 77 ayant une valeur particulière déterminée (quel- 
conque), et les mêmes choses étant posées qu'au début de l'alinéa 
précédent Il, les intégrales considérées du systéme S sont olotropes dans 
la région (19). 

On sait en effet que toute pseudo-fonction monodrome dans une 
région normale y peut être assimilée à une véritable fonction 
olotrope ('). Cela étant, il suffit de se reporter aux conelusions de 
l'alinéa LE. 


IV. Revenons à notre énoncé général : il s'agit d'établir que, sous 
le bénéfice des hypothèses qui s’y trouvent MS les intégrales 
du système 5 répondant aux conditions initiales (14) du n°8 sont 
olotropes dans la région (17). 

Or, ces intégrales étant, en vertu de Palinéa HI, olotropes, quel 
que soit m, dans la région (1g), il résulte immédiatement d'une 
remarque antérieure (n°9, HL) qu'elles Le sont dans la région (17 ) 


(1) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, n° T0. 
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CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES 


E.DEUX VARIABLES 


Par M. Georces GIRAUD. 


INTRODUCTION. 


Ayant dans un Ouvrage récent (') étudié les propriétés communes 
à un grand nombre de fonctions automorphes de n variables, je me 
propose d’approfondir ici ce qui concerne les fonctions de deux 
variables introduites dans la Science par M. Picard, dont le groupe 
reproductif est linéaire ou hyperabélien. 

Dans cette étude, je m’attache principalement à celles de ces fonc- 
tions dont le prolongement analytique ne sort pas du domaine principal 
(intérieur de l’hypersphère principale pour les groupes linéaires, 
intérieurs des deux cercles associés pour les groupes hyperabéliens). 
J'arrive, pour les deux sortes de fonctions, à cette conclusion que, 
pourvu que l’hyperpolyèdre fondamental rayonné correspondant n'ait 
qu'un nombre fini de faces, trois fonctions correspondant à un mème 
groupe sont toujours liées par une relation algébrique; et toutes les 
fonctions correspondant à un même groupe s'expriment rationnelle- 
ment au moven de trois d’entre elles. Ce résultat découle tout natu- 
rellement (Chap. IV et VII) de l’étude des parties de l’hyperpolvédre 
fondamental qui se trouvent sur la frontière du domaine principal 
(Chap. III et VI). 


(1) G. Giniüb, Lecons sur les fonctions automorphes (Paris, 1920); les principaux 
résultats se trouvent également dans un Mémoire Sur les fonctions automorphes ( Annales 
de l'École Normale, 3° série, t. XXXVI. 1919). 


rm 
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Cette étude est préparée (Chap. Let V) par la classification des 
substitutions linéaires ou hyperabéliennes et par l'application de la 
méthode du rayonnement à certains groupes particuliers. Il est bon de 
noter tout de suite qu’elle est beaucoup plus complexe dans le cas 
hyperabélien que dans le cas linéaire. 

En ce qui concerne le cas linéaire seul, j'ai ajouté (Chap. ID une 
étude détaillée de l’hyperpolyédre fondamental rayonné. Cette étude 
n’est pas indispensable pour obtenir les résultats du Chapitre suivant, 
mais elle a l'avantage de rapprocher la théorie des fonctions auto- 
morphes de M. Picard à groupe linéaire de celle des fonctions de 
Poincaré, telle que l’édifia l'illustre analyste. On y verra ce que 
deviennent les conditions de discontinuité; les arêtes à deux dimen- 
sions de lhyperpolvédre fondamental se partagent à ce point de vue 
en deux catégories bien distinctes : les arétes planes offrent une 
analogie complète avec les sommets du polygone fondamental des 
groupes de Poincaré; pour les arêtes gauches, au contraire, les condi- 
tions de discontinuité prennent une forme entièrement différente. 

Enfin, j'ai indiqué (Chap. IV et VID), à la suite de M. Picard, les 
systèmes d'équations linéaires aux dérivées partielles qu’on peut faire 
correspondre à des groupes linéaires ou hyperabéliens donnés; les 
lignes singulières de ces systèmes sont également étudiées. 

Les résuitats de ce travail ont été annoncés dans plusieurs Notes (!). 
Ceux qui concernent les groupes linéaires ont aussi en grande partie 
été exposés au Collège de France, en 1919; mais, pour ces’ mêmes 
groupes, les démonstrations ont été modifiées dans le travail actuel : 
plus courtes, elles se rapprochent de celles qui conviennent aux fonc- 
tions dev variables et qui feront l'objet d’un autre travail (?). 


(1) G. Ginaup, Compiles rendus de l’Académie des Sciences, t. 164, 1917, D 386 et 
{873 t. 166, 1918, p. 24. 5 
(*) G. Ginaup, Comptes rendus, t. 169, 1919. 
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PREMIERE PARTIE. 


GROUPES LINÉAIRES DE M. PICARD. 


CHAPITRE PREMIER. 


CLASSIFICATION DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. 


{. Nous nous proposons d'établir une classification complète des 
substitutions linéaires de M. Picard, analogue à la classification des 
substitutions de Poincaré en elliptiques, hyperboliques, paraboliques. 
Les lignes principales de cette classification ont été trouvées indé- 
pendamment par Poincaré (') et par M. Picard (?). 

Dans ce but, nous chercherons une transformée T-'ST d’une substi- 
_tution S donnée qui puisse être regardée comme forme canonique 
correspondant à S. 


2. Mettons, comme nous le ferons le plus souvent ici, l’hermitien 
ternaire qui, égalé à zéro, représente en coordonnées homogènes la 
frontière du domaine principal, sous la forme 


(1) LLy+ V}0— 3503 
les indices zéro, ici et dans la suite de ce travail, servent à distinguer 
les imaginaires conjuguées. 
Soit 
X= a 4b y+ es, 

LoÿE : Ye x +0 y +05, 

. La tr +0" y +0". 
ou simplement 


pe De @ } 
LRU aCe, 
; ; ; | 0 wack \ ; 
ges on lly he aaah ale alr ots Tats UE i ae A A ee 


(1) PoixcaRé, OEuvres, t. I, p. 62. 
(2) Prcanp, Comptes rendus, 1. 98, 188{, p. 416. 
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une substitution changeant cette forme en elle-même. Des relations 
dag + d'A — aa} aati 
bb, + bb, — b" by =1., 
ce, +c’ c, — ec’ ce, =—1. 
ab,+a'b,—a'by=o. 
acy ta'c, — a" =o. 


bey + b'c, — b=», 


nous tirons d'abord la conclusion que la valeur absolue de 


CD ie 
A= a Bb c! 
a Ua 


est égale à un. 
Or dans la substitution linéaire correspondante interviennent seule- 


ment les rapports mutuels de a, b, c, ..., ec”. Nous pouvons donc 
1 


multiplier tous ces coefficients par une même détermination de A *. 
Mais les produits sont encore les coefficients d'une transformation de 
la forme (1) en elle-même, dont le déterminant est maintenant égal 
à un. Nous supposerons donc que 


A—1. 


Le tableau des mineurs du déterminant de la substitution est -alors 


ay bo 10) 
U U 1 
a | el LA 
” ” ” 
a, 0, Co 


Considérons maintenant l'équation en s : 


a—s b c 


es 
ve 


s ) a’ ue —s Cc =), 


a b’ ; pt 


dont les racines se nomment les multuplicateurs de la substitution. 
Nous tirerons de ce qui précède, avec M. Picard, la conclusion que 


l'imaginaire conjuguée de l'inverse d'un multiplicateur est un multipli- 
caleur. 


mme nan 
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3. Cas où les valeurs absolues des trois multiplicateurs sont distinctes. 
— Dans ce cas, l’un des trois multiplicateurs a sa valeur absolue 
différente de un; il est donc distinct du conjugué de son inverse, 
qui est un second multiplicateur. Le troisième multiplicateur est égal, 
par suite, au conjugué de son propre inverse, c’est-à-dire que sa valeur 


. : ts, gif ae) 
absolue égale un. Soient re” et — les deux premiers multiplicateurs; 


comme le produit des trois multiplicateurs égale un, le troisième 
est e-?, 
Transformons la substitution (2) par une substitution linéaire telle 


. que la substitution transformée soit 
; ei! 
(4) X= rex, Ye et y, i= — 
La substitution de transformation change (1) en un hermitien inaltéré 
par (4), c’est-à-dire en un hermitien tel que 


CHAT ri 6' 329+ By 3X, 


a’ et 8’ étant certaines constantes. Ni a’ ni 8’ ne sont nuls, puisque cet 
hermitien équivaut algébriquement a (1); nous pouvons méme assurer 
que x’ est positif. Faisons une nouvelle transformation, consistant à 
multiplier 2, y, s par des constantes; la substitution transformée 
reste (4), mais nous pouvons faire en sorte que x’ et 3’ deviennent 
égaux à un, et que le déterminant du produit de nos deux substitu- 
tions de transformation devienne égal à un. L’hermitien (1) est donc 


devenu 
Vo + Fy + 50€. 


Faisons une dernière transformation consistant à remplacer xv + = par 
æ\2et—x + 5 par 32. Comme 


J I 
Vo Ft + 308 = Yo ~( +5) (a+ 80) — (2 — 5) (m0 — 50). 


notre hermitien redevient (1). Le déterminant du produit de nos trois 
substitutions transformatrices est égal à un : donc ce produit est une 


ke 
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substitution du groupe considéré. La substitution donnée est devenue 


Or r est positif. Posons donc 


Rae", 


u étant réel. La substitution s écrit 


| echu o esha 
(5) ie e 20 0 
| esha o e%chu \ 


C'est la forme canonique des substitutions correspondant à ce cas, et 
que nous nommerons substitutions hyper boliques. 
Nous trouvons, sur la forme canonique, que ces substitutions ont 


trois points doubles, dont lun (æ=3=0,y=1) est extérieur à 
l'hypersphère 
(6) LTo + YYo — 550 — 0, 


c'est-à-dire extérieur au domaine principal; les deux autres 


(2 mes ly Yi Oy Ch ee = SO) 


sont sur la frontière de ce domaine ; nous pouvons remarquer, avec 
Poincaré, qu'ils sont sur la polaire du premier point double, en 
nommant polaire du point de coordonnées homogènes x, B, y la 


droite 2 
QT + Boy —ÿ;5 = 0: 


La puissance m de la transformation (5) s'obtient, que m soit positif 
ou négatif, en changeant 9 cn m@ et u en mu. Si u est par exemple 
positif, quand m tend vers + 2, les transformés d’un point À donné 
tendent vers le point double (1, o, 1), sur l'hypersphère, sauf si A 
appartient à la multiplicité 


RE 


eme nn 
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Dans ce dernier cas, A tend vers le point double (0, r, 0), à moins cepen- 
dant qu’il ne soit confondu avec le dernier point double (1,0, — 1). 
Si m tend vers — x, les rôles des deux points doubles sur l'hyper- 
sphère sont échangés, et æ + 3 — o est remplacé par æ — 5 —o. Le 
groupe des puissances d’une substitution hyperbolique est donc 
_ discontinu, sauf pour les trois points doubles. 


4. Cas où les multiplicatews sont distincts sans que leurs valeurs abso- 
lues le soient. — On voit comme au début du dernier paragraphe que 
si l’un des trois multiplicateurs a une valeur absolue autre que un, les 
valeurs absolues des trois multiplicateurs sont distinctes. Done, dans 
le cas actuel, tous les multiplicateurs sont égaux à un en valeur 
absolue. Soient e‘”, e’”, e®” ces multiplicateurs. On a 


G30 9" == Kor. 


k étant entier; aucune des différences 6’ — 0”, 0’ — 0”, 8” — 9” n’est un 
multiple de 27. : : 
Transformons linéairement la substitution (2), de facon qu'elle 


devienne 
X = cet", Y =e", 7, — seit”, 
L’hermitien (1) devient . 
\ 


ALL) + a VVy+ a" 55, 


deux des trois coefficients «, a’, x” étant positifs, le troisième négatif. 
Une nouvelle substitution de transformation, consistant à multiplier 
æ, y, 3 par des constantes et éventuellement à les disposer dans un 
autre ordre, remet l’hermitien sous la forme (1), le déterminant de la 
substitution de transformation totale étant égal à un. La substitution 
donnée prend sa forme cananigue 
emir see 

(6y0\- ge ret gt à 

ar. -eÿ” É 


où 0’, 0” et 0” sont peut-être rangés dans un autre ordre qu'il y a un 


instant. 
Ann Ee, Norm., (3), XXXVIII. — FÉVRIER 1921. ; 7 
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Les substitutions correspondant à ce cas se nomment substitutions 
elliptiques à trois points doubles. ll y a en effet trois points doubles, 
dont deux [(1, 0, 0) et (0, 1,0)] sont extérieurs au domaine principal, 
et le troisième (0, 0, 1) est intérieur à ce domaine; la polaire de chacun 
d’eux contient les deux autres. 

Le groupe des puissances d’une telle transformation n’est discontinu 
que si 4’, 0”, 0” sont commensurables avec x ('); ce groupe ne com- 
prend alors qu’un nombre fini de substitutions. 


5. Cas où deux des multiplicateurs sont égaux, le troisième différent. 
— Dans ce cas encore, tous les multiplicateurs sont égaux à un en 
valeur absolue. 

Ce cas se divise en deux autres, selon que, par une transformation 
convenable, la substitution peut prendre-l’une ou l’autre des formes 


(7) } ee x core ARE 
ou 
(8) X=s 20010 W=64y. 01 Ze his). 


Prenons d’abord le premier cas, bien que ce soit le plus particulier. 
Les multiplicateurs peuvent s’écrire 
gl ee ef, s"== e—210 
et 


es!) na 


En raisonnant comme au paragraphe précédent, on trouve que ces 
substitutions se ramènent à l’une ou l’autre des formes canoniques 


(9) 


(1) 8. GIRAUD, Ta sur les fonctions automorphes, Chap. I, $ 18; on voit d’ abord 
que 6’— 8" et 6"— 6” sont commensurables avec +, 
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Le raisonnement est un peu allongé par le fait que, par la première 
substitution de transformation, mettant la substitution donnée sous la 
forme (7), l'hermitien (1) devient 


, Tat ! S 
ALM a VA yt a" SSy+ B's. + By Sov} 


mais une transformation linéaire ultérieure sur æ et = permet 
d'annuler Bf, et l’on peut continuer comme au paragraphe précédent. 

Ces substitutions se nomment substitutions elliptiques à plan double. 
La première forme canonique a un point double (o, 1, o) extérieur au 
domaine principal, et un plan double y =o pénétrant dans ce domaine. 
La seconde forme canonique a un point double (0, 0, 1) intérieur au 
domaine principal, et un plan double s = o extérieur à ce domaine, 

Le groupe des puissances de ces substitutions n’est discontinu que 
si 9 : 27 est rationnel: il est alors fini. 


G. Passons au cas où la substitution donnée peut se ramener à (8). 
Les multiplicateurs sont encore 


sell s' == e—2il (eZ 1), 

La substitution donnée étant ramenée à la forme (8), Phermitien (1) 

devient 
ALL + 2 VV o+ B'(520— 50€) ; 

a’ est positif, et 8’ purement imaginaire. En faisant la transformation 
qui ajoute à s un multiple convenable de x, on ne change pas la 
substitution (8), mais on annule &. En faisant la transformation qui 
multiplie + et s par un mème facteur et y par un autre facteur, on ne 
change pas (8), mais (1) devient 


YVo + EE 5 To — 30€) fon ph: 


et l’on peut en outre faire en sorte que le déterminant de la substitution 
transfurmatrice égale un. Cet hermitien s'écrit encore 


1 : ‘ I à + 
s(t +4-.€13) (To— Elo) — = (v— els) (y+ €15,) + VVo- 


Changeons x + sir en æ V2 et — x +eis en 312: Vhermitien rede- 


J2 GEORGES GIRAUD. 


vient (1), et la substitution prend sa forme canonique 


2+HEL , iw 
el o — ei 
2 2 
(11) ; 0 eve +e re 
—EË à i a— el à . 
2 2 ‘4 


Ce sont les substitutions paraboliques à deux points doubles. Les deux 
points doubles sont, pour la forme canonique, (1, 0, —1) sur l bye 
sphère principale, (0, 1, 0): à l'extérieur. 

Nous étudierons les puissances de ces substitutions un peu plus 


loin. } 


7. Cas où les trois multiplicateurs sont confondus. — La valeur com- 
mune des trois multiplicateurs est alors une racine cubique de l'unité. 
En multipliant tous les cocfficients de la substitution par une même 
racine cubique de l’unité, on se ramène au cas où tous les multipli- 
cateurs sont égaux à un. 

Ce cas se divise en trois autres, selon que, par une transformation 
convenable, la substitution donnée se ramène à l’une ou l’autre des 
trois formes 


(12) X= +, Sr L= 5, i 


(13) Ee eon oF ET L=r+ 5; 
(14) XL a Y=x + y, A=y +3. 


La substitution (12) est la substitution identique. 
Dans le cas où la substitution donnée est ramenée à la forme (13), 
l'hermitien (1) est devenu 
Arey + LI Yo + B'(ETo— 50€) + BS ryo+t Brey. 


Une transformation nouvelle sur x et y n’altére pas la substitution (13), 
mais permet d'annuler 8”. On arrive alors à la même forme canonique 


que pour les substitutions paraboliques à deux points doubles, sauf 


que maintenant 0 = o, ou plus généralement 


ei a 


ie 


\ 
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Ce sontles substitutions paraboliques à plan double. Les points doubles 
sont ici ceux du plan æ + : = 0, extérieur à l’hypersphére principale, 
sauf le point (1, o, —1) qui est sur cette hypersphère. 


8. Passons à la substitution (14). L’hermitien (1) est devenu alors 
Ci CA 
ALL A'YYo— a! (sky + 59€) — (5 + ki) LYo — (= — ki) « oy: 


& étant réel. Nous transformerons ceci en posant 
Le) VE re + Y. SVT 
cn supprimant les accents des variables, la substitution reste (14); 


mals Si 
ake RS 


k est remplacé par zéro ; or cette équation est satisfaite pour une 
valeur convenable de la partie imaginaire de A, car, l’hermitien devant 
contenir.z, @ n’est pas nul. Faisons maintenant la transformation 
eae y=; Spe + 33 
(14) ne change pas, et £ reste nul; mais si pr est tel que 
a— (B+ po) a’=0, 

ce qui est encore possible, & est aussi remplacé: par zéro. Kn multi- 
pliantæ, y, 3 parun même facteur, on peut donner à a’, nécessairement 


positif, la valeur ur, et au déterminant de la transformation la valeur 
deux; Vhermitien est alors 


a : Za , Hs Wee ah L 
—~+y)(4—2 + yo) + 435--(> +25 (+ are 


On fera done la nouvelle transformation 
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l'hermitien redevient (1), et la substitution donnée prend sa forme 
canonique 


betes %, #1 


2 


{—2 1 | 
(i'3 PRE 


(19) 


—~ 


Ce sont les substitutions paraboliques à point double unique. Le point 
double est (1, 0, 1), sur l’hypersphère principale. 


9. Les transformés d'un point quelconque, en dehors de certains 
points exceptionnels, par les puissances d’une substitution parabo- 
lique, tendent vers le point double situé sur l’hypersphère. 

’ En effet, pour les substitutions à plus d’un point double, la puis- 
sance mest, SiE = 1, | 


» 2 


| Pek pee emi o me mil | 
0 e—?mib 0 4 


| Gale beh o ay end 
2 2 


ce qui nous dispense évidemment d'étudier le cas où ¢= — 1. Les 
seuls points qui ne tendent pas vers (1,0, —f) sont ceux du plan 
æ+3=— 0 autres que (1,0, —1); sie =1, æ+3—o est le plan 
double; dans le cas contraire, les transformés d'un de ses points 
occupent un nombre fini ou infini de positions suivant que 0 : # est 
rationnel ou non. Le groupe est discontinu, sauf pour le planx + :—=0. 

La puissance mde la forme canonique des substitutions paraboliques 
à point double unique est 


1— 2m? om ane 
— 27 ' sun oe 


AU QUIN JAH amet | 


les transformés d’un point quelconque, sans aucune exception, tendent 
vers le point double. 


LE 


v 
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10. Voici.done le tableau d’ensemble de notre classification des 
substitutions linéaires : 


Substitutions hyperboliques ; 
a trois points doubles; 
pénétrant dans l’hypersphère 
principale ; 
extérieur à cette hypersphére; 
| à deux points doubles; 
Substitutions paraboliques ? à plan double; 
à | à point double unique ; 


Substitutions elliptiques à plan 
double 


Substitution identique. 


CHAPITRE IL. 


ÉTUDE DU POLYEDRE FONDAMENTAL RAYONNÉ, 


Dans tout ce Chapitre, nous écrirons l’hypersphère principale 


1. Nature des faces. — Soient (6, n, £) et (£, n', ’) les centres du 


polyèdre fondamental et d’un polyèdre transformé ayant une face 
commune avec lui. On suppose 


(1) EE + io — Slo EE, + nn — EE. 
Quelle est la surface séparatrice des deux polyèdres ? C’est 
(2) [rËo+rno— hol? —|ré,+yn, — 2%, [*=0. 
Le premier membre est un hermitien 
ey M5520, Nor Fo). ae Ara + WY Sot A 33 
se YB yb bois bis +O), 5,2 + Dry 4-0 .2'0)'s 
Y%o . 
dont le discriminant est nul, et où 


(3) À HT = GE 


VS NN 
PUR 
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Réciproquement, si, en égalant à séro un hermütien de discriminant 
nul satisfaisant à la condition (3), on obtient une multiplicité à trois 
dimensions, c’est une multiplicité telle que (2). k 

En effet, le discriminant étant nul, l'hermitien ou son opposé est la 
somme ou la différence de deux normes de formes linéaires, ou c’est 
la norme d’une seule forme. 

Mais si c'était la somme de deux normes, l'équation représenterait 
un point isolé; si c'était la norme d’une seule forme, l'équation repré- 
senterait une multiplicité à seulement deux dimensions. Donc c’est la 
différence de deux normes de formes linéaires, 2&, + Yo — s et 
ve + yn, — 30,3; celles-ci satisfont à la LE Es (1), puisque la 
condition (3) est satisfaite. 

On n’est pas certain cependant que Bel PE — ({, soit négatif, 
condition toujours remplie dans la méthode du rayonnement telle que 
nous la connaissons. 


Définition. — Les multiplicités à trois dimensions obtenues en 
- égalant à zéro un hermitien de discriminant nul satisfaisant à la 
condition (3) seront nommées ici surfaces (ou multiplicités) d'équi- 
distance ('). 


2. Propriétés des surfaces d'équidistance : 


1. La surface d’équidistance a un point double unique. | 

On trouve en effet immédiatement qu’il est nécessaire et suffisant, 

pour que (a, B, y) soit point double, que les six dérivées de f par 
‘apport à æ, y, 5, Ly, Yo» Sy S'annulent simultanément en ce point. | 
"Mais, (&, n, Cet (&', n’, ©’) étant distincts, ceci entraine | 
l 
0 + Bro — yo aby + no — yb, = 0. | 

« 

} 
| 


Or ces équations ont une solution commune et une seule. 


(') Dans une Note (Comptes rendus, 1. 166, 1917, p. 487), j'avais emplové le terme 
de faur-plan. É 
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II. Si (a, B, y) est le point double, la multiplicité 
(4) AL + Boy — Yo3 — 0 
contient les deux points (&, n, C) et (&, x, L). 
Cela résulte immédiatement de la démonstration précédente. 
Definitions. — Un point (x, 8, y) étant donné, nous avons déjà, 


avec Poincaré, nommé polaire de ce point la multiplicité (4). Quand 
(x, B, y) estle point double d’une surface d’équidistance, nous dirons, 
pour abréger, que (4) est la polaire de cette multiplicité d’équidistance. 

Enfin, les multiplicités linéaires à deux dimensions que nous aurons 
à considérer seront surtout celles qui peuvent être définies par une 


équation 
UT + OY + W3 — O0. 


Dès lors, à moins d’avis contraire, le terme de plan désignera ici des 
multiplicités de cette sorte. 


IIL. Si (&, n, C) et (&, n’, ©) sont tous deux intérieurs à l’hypersphere 
_ principale, le point double lui est extérieur. 


Si en effet le point double était intérieur à l’hypersphère, une trans- 
formation linéaire de M. Picard permettrait de l’amener à l’origine ; 
alors la polaire deviendrait 


Sols 


elle serait tout entière extérieure à Le poe, ce qui ne se peut, 


puisque (&, 7, €) lui est intérieur. 
Si le point double était sur l’hypersphère, on’ pourrait l’amener 
en (1, 0, 1); sa polaire deviendrait 


tC — 45 = 0, 
tout entière extérieure a l’hypersphère, sauf le point (x, 0, 1), situé 


sur l’hypersphère : nous nous heurtons à la même contradiction. 
Donc le point double est extérieur à l'hypersphère. 


IV. On peut prendre pour + E, n, C) un point quelconque de la os 
Ann, Ec, Norm., (3), XXXVIII. — FévRIER 1921. 
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es ge : 5 ris f 
non situé sur la surface d’équidistance ; (§', 1/, C’) a une position déter- 
minée par celle de l’autre point. 


En effet, soit (£,, n,, %,) un point quelconque de la polaire; nous 
allons voir qu’il peut remplacer (&, n, ©), sauf dans le cas exceptionnel 
où il serait sur la surface d’équidistance. On peut trouver deux 
‘nombres A et uv. tels que . 

rE + pe’ S44 

An + pn’ =; 

dE + pt =o 
soient alors 


1 - 


Ey = Pek + Akl f° 
1 = Bon + Aon’, 
ap = os + Ayo’; 
on constate que 
| roEs + Yom — Fo Sy |? — 12081 + Yon, — 50% |? 
4 vr 


= (Ady — po) [| oF + Yon — 0b |*- joe! + Yor'— 308 17]. 


Donc, si AA, — po 0, la surface d’équidistance déterminée par 


(E,,%155,) et (&,, n,, C,) est la surface donnée. (II faut remarquer que 
EE, ot 11 N1,0— it, Bot We = = id -) 


Or AA, — wo = 0 est justement la condition pour que (£,, n,, &,) soit 
sur la surface d’équidistance: il est alors confondu avec (&), y,, €). 
Notre proposition est démontrée. 


V. La surface d’équidistance peut être engendrée par des plans passant 
par le point double. 
En effet, cette surface est le lieu des plans . 
Ando ytio— 3%) = RTE + no — 3%), 
où A et p sont deux paramètres liés par la relation 
I, — Po 0. 


Ces plans passant tous par le point double, notre proposition est 
démontrée. 


co ea M en 
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3. LEMME. — Soient ux + vy + 00s, u'x + 6 'Y +w's, UD + y + ns 
trois formes linéaires PREND en Considérons le lieu des points où 
leurs valeurs absolues sont les mémes : 


fer + oy + vs] = ae + oly + ts] = ete + oy 4's], 


Soient wu" x + "y + ws, Wa + oy +4" deux autres formes linéaires 
indépendantes. Supposons que, pour tous les points du lieu précédent, 
on ail 


2 


Lea + 6" y + ws] = lee + y + sf. 


Alors P expression 
(5) Jaa + oy + "3 — [aa bey mt sf 
coincide, à un facteur prés différent de séro, avec 

Jur + pr + w3[— ax toy +w!3f, 


ou avec une des deux autres expressions analogues formées à l’aide des 
trois premières formes données. 


Les trois premières formes données étant indépendantes, Nous 
pouvons, par un changement de variables, les remplacer par a, y, =. 
Le lieu considéré se compose des points 


HEC, = ei 
© et Ÿ étant deux paramètres réels. Nous avons à démontrer que 
l'identité en 9 et Ÿ 


, j i etic, + il ; 
(6) ju ei? + pet + ww" | = | ue? + ely + | 


entraine que l'expression (5) coincide, à un facteur près différent de 
zéro, avec l’une des trois expressions 


LEy— VVon Llo— 330 YYo— 320. 
Posons 
u"=a+ia, = b+ib!, PE C4, 
HW AVE Far AN a ay! 
UV a+ ta, pu = 8+ 78, GARE ES DAS 
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a,a’,..., y étant réels. L’identité (6) devient 


(a cos® — a’ sing + bcosy — b’siny + c)* 
+ (asino + a! cosy + bsiny + b' cos} + c’)? 
= (a cos? —a sine + B cosp—f’'siny + 7)? | 
+(asing + «cosy + B sind + B'cosd + 7’)’. 
Développons les deux membres en série double limitée de Fourier; 
l'identité ayant lieu quel que soit 9, nous trouvons que 


(ab + a'b') cosy — (ab' — a'b) sind + ac + a'c' 
= (af + «’B’) cos — (aB’— a’B) sinÿ + «y + a’y’, 
(ab + a'b') sind + (ab’— a'b) cosy — (ac! — a'c) 
= (af + «’B’) sind + (aB’— a’B) cosp— (ay’— x'y), 
2(bc + b'c') cosy — 2( be’ — b'e) siny + a+ a? + 62+ b? + c?+ ¢? 
= 2(By + B’y') cosp — 2(By’— B’y) sin + a? + a+ BP+ B+ NT 7? 
De ces identités en }, nous tirons — 


ab + a’ b'= a8 + a' 8’, ab'— a'b = a8'— a'B, 
ac +a'c'= ay + ax!y', ac'— a'c = ay — «y, 
be + b'c'= By + B'y’, bc' — b'c = By’ — By, 
a+ a+ + 6% + c8 + cl? = a? + a+ B+ B+ y? + VE, 


in tenant compte des identités telles que 
(ab + a! b’)*+ (ab’—a'b)* = (a+ a!) (b*+ bt), 
nous obtenons 


(a? + a) (6? + b!*) = (a+ a?) (B+ 62), 
(8) (a+ alt) (c2 +6) = (a8 + a'8) (7 +7"), 
(b+ G'*} (c? + c!?) = (8? + Bi) (y+ sh À 


d’où, en multipliant membre à membre ct extrayant les racines carrées, 
(@) (at at) (bt-+ b*) (ct + et) = (a+ at) (88+ B’) (72+ 72). 
Distinguons maintenant plusieurs cas. 


PREMIER CAS. — Aucun des trois nombres u", 9", w" n’est nul. Alors 


ee LOR ey A 


ee de 


ee 
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(9) nous montre que uw", #”, w" sont également tous non nuls. Or la 
nature de l'énoncé nous autorise à multiplier uv”, #”, æ" par un même 
facteur de valeur absolue égale à 1, et uw, #", " par un autre facteur 
de même valeur absolue. Profitons-en pour rendre w” et w" réels et 
positifs. Comme de (9) et (8) on déduit 


hens q?— a? + a, 
b? + b? = GB? + os 
= C? + GE? vy? 4. y. 
on aura alors 


À à a= axe; 
puis, à cause de (7), 


bD=B, BB, c—y, cay’. 


Les deux formes uw” + 9"y + w"s et ux + oy + ws ne sont alors 
pas indépendantes, contrairement à l’hypothése ; donc ce cas ne peut 
pas se présenter. 


DEuxIÈME cas. — Un seul des trois nombres u", 9", w", par exemple w", 
est nul. Alors, d’après (8), = 0, u" et #" n’étant pas nuls. Amenons 
encore u” et u" à être réels et positifs. Les égalités (7) donnent 


a a 
Ve pra an 
2e, 2 
puis 
a? + b+ b? = a? + 62+ Dies 
d’où 


a? 2 2. 22 
tty gs (a?— B?— 5?) =0. 
Mais « a, sinon les formes ne seraient pas distinctes. Donc 
B? + aie a’, 


L’expression (5) devient alors 


(a? — a?) (x To — YY0)) 
ce qui, dans ce cas particulier, vérifie le lemme. 


: TROISIÈME cas. — Deux des trois nombres u", 0”, 4" s’annulent. Alors 
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(8) montre que deux.des trois nombres &", 9", @" s’annulent aussi. 
Si, par exemple, c’est u” qui n’est pas nul, ce sera, dans l’autre forme, 
# ou "* qui ne le sera pas, les formes devant ètre distinctes. La 
dernière égalité (7) montre qu’alors w” et #" ou w° ont même valeur 
absolue, ce qui vérifie le lemme dans ce nouveau cas. 

Comme il n’est pas possible d'admettre que wv”, °”, 4” soient tous 
nuls, le lemme est démontré. 


Tuéorème. — Considérons deux surfaces d’équidistance dont les 
polaires ne soient pas confondues et ne se coupent sur aucune des deux 
surfaces; par le lieu de leurs points d’intersection on peut faire passer 
une troisième surface d’ equidistance, et l’on ne peut pas en faire passer 
d autre. 


Soit (2, n, ©) le point d’intersection des polaires des deux surfaces 
données; ce point est unique, puisque les polaires ne sont pas confon- 
dues. Comme il n’est sur aucune des oor surfaces hs dace fs 
ME on peut trouver deux points (2, 7/, 2) et(£”, n”, 2) tels que 

es surfaces aient pour équations respectives 


IrTé+ ns = yee laicre: 56, 


[eso IN — 5%ol = [a 


rs -~¥*" |2 
= MW ny — 335] Lg 


Par le lieu de leurs points d'intersection passe aussi la surface d’équi- 
distance 


a 


|. re, Vt, — sf Ad [ti +: | Qi CIq Le 


I s'agit maintenant de démontrer qu'il n’en passe pas d'autre. Soit 


> 


| Logi. dou 0 l = les + Yann dl 


ve surface d'équidistance “yuplconque passant par ce lieu. Comme 
. LH AM Cris 
5 0), (8 45 0), 7", 8”) ne sont pas dans un même plan (les 
pie étant distinctes), cette dernière surface coincide, d’après le 


lemme, avec une des trois premières. C.Q. F, D. 

+ Tuéontue. — Considérons deux sur faces d'équidistance ayant au 
moins un point commun intérieur à l’ hypersphère principale, et dont les 
polaires soient con nu fondues et pénètrent à l'intérieur de cette hy persphere. 


a= silicided 


ST 
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L'interseclion de ces deus: sur faces se compose de deux plans, dont un seul 
pénètre à l’intérieur de U hyper sphère. 


Les deux surfaces ayant même polaire ont même point double : 
celui-ci est extérieur à l’hypersphère, parce que la polaire pénètre à 
l'intérieur de ’hypersphére. Une transformation linéaire de M. Picard 
préalable de l'espace nous ramène au cas où ce point double est 
(0, 1, 0), et où, par suite, la polaire est y =o. 

Les deux surfaces considérées ont alors des équations telles que 


a(Tr&o+ 530) + O 37040 30% = 0, 
a(Lry + 355) +220 + 8,2% = 0. 


Leurs traces sur la polaire y = o sont des cercles orthogonaux à l'in- 
tersection xx, — 33, = 0 de cette polaire avec l’hypersphère. 

Si ces cercles se coupent:en deux points distincts, l'intersection des 
deux surfaces se compose de deux plans 


où À et uz sont chacun l’inverse du conjugué de l’autre. Un seul de ces 
plans pénètre dans l'hypersphère. (Si l’un des plans est 2 = 0, l’autre 
éstse= 0.) 

Si ces cercles sont tangents, les deux surfaces se rencontrent sui- 
vant un seul plan, ayant un point et un seul commun avec lhvper- 
sphère, et tous ses autres points extérieurs à celle-ci : ce cas est 
écarté par l'hypothèse. 

Si ces cercles ne se rencontrent pas, les deux surfaces n'ont en 
commun que leur point double, cas encore écarté par I’ AD poo 

-Le théorème est done démontré. 


6. Tnéorème. — Par un plan pénétrant dans l'hvpersphère principale, 
on peut faire passer une infinité de surfaces d’équidistance, parmi les- 
quelles une infinite ont méme polaire. 


Soit 


St 
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le plan donné; nous pouvons toujours nous ramener à ce cas. Si 
ALI) + a V¥y + (a + a')330 
+ 0Y20+ bo yor + b'sayt+ bd, pps b'x Yo + Ory =O 
est une surface d’équidistance le contenant, nous voyons que 


a'=a=b;=.0. 
La surface se réduit à 


b'sx, + 0,302 + b'xys+ boxy = 0. 
Le discriminant du premier membre est nul, de sorte qu’on a bien là 


une surface d’équidistance ; on voit qu’il y en a une infinité. 
Cherchons le point double; il est donné par les équations 


boy + bL' . 
ia — oy 
b’ == 0 


Comme b' et b” ne sont pas nuls ensemble, x = o. La première équa- - 


tion détermine y : 3; on voit que ce rapport ne dépend que de b’: b'; 
par suite, il y a une infinité de surfaces qui ont méme point double, 
donc même polaire. Le théorème est démontré. 

7. Deux faces du polyèdre fondamental rayonné @ centre unique ou 
bien ont même polaire, ou bien ont des polaires se rencontrant au 
centre du polyèdre, donc en dehors des deux faces. Donc les arêtes à 
deux dimensions de ce polyèdre sont ou bien planes, ou bien de 
l'espèce considérée au paragraphe 4. Nous nommerons ces dernières 
arêtes gauches. 

Par une arête gauche peuvent passer seulement trois surfaces 
d’équidistance, dont les deux faces du polyèdre donné; cette aréte 
appartient donc à trois polyèdres, en y comprenant le polyèdre donné; 
elle détermine donc un cycle de trois arêtes. 

Les arêtes planes peuvent appartenir à des cycles d’un nombre quel- 
conque d’arêtes. s 

Nous savons qu’il peut y avoir des arêtes non apparentes, appartenant 
seulement à deux polyèdres. Ces arêtes sont-elles planes ou gauches ? 
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La surface d’équidistance qui contient l’arête est changée en elle- 
même par une transformation du groupe; cette nation échange 
les centres des deux polyédres. Donc c'est une transformation sine 
tique S, telle que S? = 1. 

Mettons S sous la forme canonique 


X=æei, Y=ye’, Za sei 


qui convient à toutes les substitutions elliptiques, même à plan double 
(en n'imposant aucune restriction d’inégalité à 4, 0’, 0”). Comme 
S?=1, 0, 0’, 0” ne different que par des multiples de +. Done S est 
une substitution elliptique à plan double, pénétrant ou non dans 
l’hypersphère. 

Si le plan double pénètre dans l’hypersphère, soit par exemple 
§ = 6”= 0’ — +, le plan double est alors y — 0; la face qui supporte 
l’arète non apparente passe par y =o. Pour déterminer l’arête non 
apparente, nous choisissons un centre auxiliaire, et nous déterminons 
les points de cette face dont les invariants fondamentaux avec ce 
centre et avec son transformé par S sont égaux : or ces points sont 
ceux de y = 0, et d’autres extérieurs à l’hypersphère. En effet, la face 
du polyèdre fondamental est 


| Eo + oy — Sos /?— [07 — 109 — bys = 0 


ou 
En L Yo + EN Lo Y — No Lo) =o — nly Vos — 0; 


nous avons à prendre son intersection avec 
En XL Yo + ENG Loy — 068 Y 30 — 160 VeRO; 


(5, 1’, 6’) étant le centre auxiliaire. Cette intersection comprend y =o. 
Nous voulons voir qu’elle ne comprend pas d’autre point intérieur 
à l’hypersphère. En effet, comme 0 = 0”, nous pouvons, par une trans- 
formation portant sur x et z, faire en sorte que § — o. Puis, nous pou- 
vons évidemment trouver deux nombres a et b, réels ou imaginaires, 


tels que ; 
/ ein! et anto+ bn'£, 


‘Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI. — Mans 191. k 9 


66 GEORGES GIRAUD. 
soient réels ; et deux autres nombres c et d, tels que 


ad — beso 
et que 
dein’ et ent t+ dEsn' 


soient purement imaginaires. On constate alors, en combinant linéai- 
rement les équations, d'abord avec les facteurs a, b, puis avec les fac- 
teurs c et d, que les deux équations ci-dessus peuvent se remplacer 
par une seule de la forme 


(ur + 03) ¥o= 0. 
ss pre" d 
L'intersection se compose donc de 


y=o 
et de 
ux +V23—O0. 


Comme elle se trouve sur 
1$0) Zo == No Yor = 0, 


il est nécessaire que uw = vo. Donc la seconde partie de l’intersection se 
réduit à 3 =o: elle ne pénètre pas dans l’hypersphère. Ainsi, l’arête 
non apparente est y =o : elle est plane (c’est le plan double). 

Si le plan double était extérieur à l’hypersphère, on verrait de même 
que l’arête non apparente est plane : mais, cette fois, ce n’est plus le 
plan double, en ce qui concerne l’intérieur de l’hypersphère. 

Ainsi, les cycles d’arétes gauches ne peuvent comprendre moins de 
trois arètes : ils en comprennent exactement trois. 

Pour voir sous quelle forme peuvent se mettre les conditions de dis- 
continuité du groupe correspondant à un polyédre donné, nous allons 
entrer dans quelques considérations analogues à l'interprétation de la 
géométrie de Lobatchefski qu’a utilisée Poincaré. 


8. Nous avous déjà nommé plan l'ensemble des points de l’espace à 
quatre dimensions satisfaisant à l'équation 


ur + A + 5 = 0. 


Les substitutions de M. Picard changent les plans en plans, ainsi 


nr + RTE SRE 
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que nous l'avons deja admis implicitement : w, 9, « subissent les 
mêmes transformations que a, Yo, — =): 

Par deux points distincts donnés passe un plan et un seul. 

Nous savons déjà ce que l'on doit entendre par pôle d’un plan, 
polaire d’un point, et nous avons déjà rencontré (n° 2) les diverses 
dispositions du pôle et de la polaire par rapport à l’hypersphère. 


9. Un plan P quelconque coupe l'hypersphère suivant un cerele C, 
réel ou imaginaire. Les cercles de ce plan P qui sont orthogonaux à C 
se nommeront pseudo-droites. 

_ Les substitutions de M. Picard changent les ae -droites en 
pseudo-droites. 

Par deux points distincts passent une pseudo-droite et une seule. On le 
voit en considérant d'abord le plan, unique également, qui contient 
les deux points. - 


10. Considérons deux points A et B, ainsi que le plan P et la 
pseudo-droite D qui les contiennent. Soit C le cercle réel ou imagi- 
naire d’intersection de P avec l'hypersphère: Soient encore E et F 
les points où D coupe C. La pseudo-distance de A à B sera, par 
définition, 


I we (Sr: BE 
2 \F ° BF 
on prendra la détermination réelle, s’il y en a une, ce qui est le cas si 
A et B sont tous deux intérieurs à l’hvpersphère ('). On voit que, si 
l'on échange E et F, / change de signe : l’ordre de E et F détermine 
done un sens positif sur la pseudo-droite AB. La pseudo-distance 
donne lieu à un théorème analogue à celui de Chasles. Elle est con- 
servée par les substitutions de M. Picard. 
Si A et B sont l’un intérieur, l’autre extérieur à l'hypersphère, leur 
- pseudo-distance est imaginaire, le coefficient de ? étant un multiple 


impair de 2 Si A et B sont tous deux extérieurs à l’hypersphère, leur 


(4) En mellant A à l'origine, on constate aisément que dl? est l'invariaul différentiel 
de Poincaré. 
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distance est réelle si C est réel, nulle si C est de rayon nul, purement 
imaginaire si C est imaginaire. 

Soient (x, y, 3) et (& n, ©) les coordonnées de A et de B. Considé- 
rons l’invariant fondamental s 


PR nb A! pee S ‘Begs ene 
 (L£Lo+ JY0 — 350) (EËo + NM) — Co) 


Je dis que A = ch?/. En effet, A étant intérieur à l’hypersphère, nous 
pouvons, par une substitution préalable, l’amener en (o, 0, 1), 
B allant en (a, 0, 1), æ étant réel et positif. Alors — 


Rss 
1— x? 
et 
I I+ az 
/=+ - log à > 
2 \— 2 
d’où 


eae the A= ché, 


ce qu'il fallait démontrer. 


11. Considérons deux plans 


UT+FY+wWsz—=0, 
wot e'y+w's—o. 


Par définition, leur pseudo-angle sera l’un quelconque des angles V 
tels que Het 
; pe oes | we, + ee, — iv! |? À 
(Ug + Vo — 9) (au + 0/05 — 00") 
V est invariant par toute transformation de M. Picard. 
Je dis que V est réel si les deux plans se coupent à l'intérieur de 
l'hypersphére. En effet, 


cos? V = ch?d, 


l'étant la pseudo-distance des pôles des deux plans. Or ici, ces poles 
sont extérieurs à l'hypersphère, et leur plan ne rencontre pas celle-ci : 
done Z est purement imaginaire, et par suite V est récl. 
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Ce fait résulte aussi de l'identité 


PTT / / 
Qu + 9) — vo) (Ul Uy + pv — 0 06) — | UE, + 660, — wor, |? 


=| uv'—u'e ?—| uw! — u'w PP — | ew! — ow le: 


au second membre figure 22, — xx, — yy,, (x, y, 3) étant le point 
d’intersection des deux plans : ce second membre est donc positif, ce 
qui entraine la réalité de V ; on voit même que V #0, pourvu que les 
plans soient distincts. 


12. Considérons deux .pseudo-droites AB, AC, se coupant en un 
point A intérieur al’ hypersphère. Leur premier pseudo-angle sera, par 
définition, le pseudo-angle des plans qui les contiennent. Nous allons 
définir le deuxième pscudo-angle. 

_ Nous pouvons trouver une infinité de substitutions de M. Picard 
amenant A à l’origine. Quand on a l’une d'elles, les autres s’en 
déduisent en la multipliant par 


a bo 
ce do 


o o ef 


aa,+ ccy=1, bb, + dd,=1, | ab, + cd, = 0, ad — be = er, 


Nous profitons de cette indétermination pour amener en méme 
temps B en (£, 0, €), § et ¢ étant réels et positifs. 
Nous pouvons encore multiplier la substitution obtenue par 


gat Dress 
(x, 7,23 ve®, ye, seit), 


Cette indétermination nous sert à amener en même temps C 
en (£/, r', 6’), n' et C' étant réels et positifs : la substitution est alors 
entièrement déterminée. 

Le deuxième pseudo-angle de AB et AC est alors, par ASH En, Pune 
quelconque des déterminations de l’argument de &’. 


13. Considérons trois points A, B, C, intérieurs à l’hypersphère. 
L'ensemble de ces trois points, des trois plans et des trois pseudo- 
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droites qui les contiennent deux à deux peut se nommer un érangle. 
Les premiers pseudo-angles du triangle sont, par définition, les déter- 


0 . . FT L ss x 
minations comprises entre o et = du pseudo-angle des plans AB et AC, 


de celui des plans BC et BA, et de celui des plans CA et CB. On les 
désignera respectivement par A, B, C. 

Les deuxièmes pseudo-angles du triangle sont les mêmes que ceux 
des pseudo-droites AB et AC et analogues, si ceux-ci sont (après addi- 
tion d’un multiple de 27) compris entre o et 7; si ceux-ci sont com- 
pris entre o et — x: on les ramène entre o et = par changement de 
signe. On désignera ces deuxièmes pseudo-angles par x, B, . 

Comme dans notre définition du deuxième pseudo-angle de deux 
pseudo-droites, l’ordre de celles-ci jouait un rôle, on pourrait craindre 
que «, B, y ne soient pas déterminés ; la suite prouvera qu'il n’en est 
rien, ce qui montrera que l'échange de deux pseudo-droites change le 
signe de leur deuxième pseudo-angle. 

Les côtés du triangle, enfin, seront, par définition, les pseudo- 
distances BC = a, CA ="b, AB =c, prises positivement. 


14. Amenons le triangle ABC dans la même position particulière 
qu’au paragraphe 12, et déterminons complètement &, €, £”, /, © liés 
par les relations 


EE —— 1, = 


e+ nt Er. 
Nous avons tout d’abord les relations 
| cha Eté — eee’ HE) Here, 

(10) ehh oo, 

ch? ciazies: 
Comme ( — = 1, et que § et ¢ sont positifs, 
(11) EL che, E=she; 
de mème 


(12) Cie eh be. sy + n= sh. 


a, ne 
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Les équations des plans des côtés sont 


(BC) — ni Ca + (ES — Et’) y +En'3 = 0, 
(CA) ° n' 2 tly =o, 
(AB) a 
Donc, 
[ rer 
ho Le 

(13) COS A — EE + ns i 

[ co#B = FREE (EE) + E80 


1? + ETE OR ECC (EE) RE 


-Comparons avec (12) : 


(14) EE —sh?b.cos?A.  n'—shb.sinA. 


D'autre part, à cause de (14) et de la définition de «, 


(15) E'+ & = ashb.cosA.cosa, 


Portons ces valeurs de &, €, EEE + &, n',C dans la première rela- 
tion (10) et la deuxieme relation (13) : 


(16) ch?a=ch?b.ch?c + sh?b.sh?c.cos?A —2shb.chb.shc.chc.cosA.cosc, 
sh? 6.ch?c.cos?A + ch?b.sh?c. 
— 2shb.chb.she.che.cosA.cosa 
sh?b.sin?A + sh?6.ch?c.cos?A + ch?6.sh?c) | 
— 2shb.chb.shc.chc.cosA.cosa 


(17) cos*B = 


En permutant circulairement les sommets du triangle, on déduit 
de (16) deux relations analogues. 

Nous allons remplacer (17) par une relation plus commode, en y 
remplaçant cosa par sa valeur tirée de (16), ce qui donne 


se sh?b.cos?A + ch?a — ch?b 
cos*B =, 


sh?a 


d’où, en ayant égard à la symétrie des rôles des trois sommets, 


= sha _ shd _ she 
(18) sinAsinB sinC 


Les trois relations analogues à (16) et les relations (18) constituent 
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un système fondamental de relations entre les éléments du triangle : 
si des éléments satisfaisant aux inégalités 


a > 0, b> 0, c> 0, 


| LT 6. T - HT 
(1 ) o<A£-, of BE-5 o20=—;, 

9 ae 2 2 
O Sas > Ir, Gh = at Of YA 


y satisfont, ce sont les éléments d’un triangle. Car, de b, c, A, «, on 
déduit, par les formules (11), (12), (14), (15), les valeurs de &, €, y/, © 
et de & ou de son conjugué. Les relations analogues à (16) et les rela- 
tions (18) permettent de déduire que les éléments restants du triangle 
ainsi trouvé coincident avec ceux qui ont été donnés, ce qui démontre 
notre assertion. 


On voit que a, comme nous l’annoncions, est bien déterminé. 
15. Kerivons (16) en la rendant homogène en che et she : 
(ch?a — ch?b)ch®c 
= 
+ 2shb.chb.she.che.cosA.cosa— (ch*a-+sh*b.cos?A)sh?c=0; 
échangeons les rôles de A et de B : 
(ch? — ch'a)ch?e 


4- asha.cha.she.che.cosB.cos8 — (ch? 6+ sh?a.cos?B)sh?c =o. 


Écrivons le résultant de ces deux polynomes homogènes en she, che, 
et égalons-le à zéro après division par ch?a — ch?6, ce qui suppose 


tb: 


(ch?a — ch? 6) (ch*a + ch?b + sh*a.cos?B + sh?b.cos?A)? 
+ 4(sha.cha.cosB.cosB + shb.chb.cosA.cosa) 
X [shb.chb.cosA.cosæ.(ch?b + sh?a.cos*B) 
—sha.cha.cosB.cos8.(ch?a@ + sh?b.cos?A)] — o 


Mais, d'après (18), 


cha + sh?b,cos? A = ch?b + sh’a.cos’B; 


se en du ie 
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done, en divisant par le double de cette dernière quantité, 
(ch?a— ch?) (ch?a@ + ch?b + sh?a.cos? B+ sh?b.cos?A) 
— 2(sh?a.ch?a.cos?B.cos?6 — sh?6.ch?b.cos?A.cos?a) =o, 
Remplacons le premier terme par 


2ch?a.(ch?b + sh?a.cos?B) — 2ch?20.(ch?a + sh*b.cos?A); 


la relation devient 


sh?a.ch?a.cos?B.sin?8 — sh?b.ch?6.cos?A.sin?a—=o0); 


d'où, en ayant égard aux inégalités (19) et à la symétrie des rôles des 
trois sommets, 
sha.cha shb.chb she.che 


(20) SR —— 


cosA.sinxæ cosB.sinf  cosC.siny 


On voit facilement sur les relations (16) et (18) que ces dernières 
relations ont encore lieu si a = b; elles sont donc générales. 


16. Les relations entre les éléments du triangle se réduisent à celles 
de la géométrie de Lobatchefski dans deux cas : 


1° Si A est nul, ce qui, d’après (18), entraine 
Az B= Ge 0; 
alors x, 8, y jouent le rôle des angles non euclidiens; (16) s'écrit en 
effet dans ce cas 
ch2a = ch2b,ch2c— sh2b.sh2e.cosa; 
2° Six, B, y sont tous égaux à zéro ou az; alors A, B, C ou leurs 


suppléments jouent le rôle des angles non euclidiens, car (16) s'écrit 


alors 
a 


cha —chb.che —( -1)*shb.shc.cos À ; 


quant aux relations (18), elles résultent alors des relations (16) et 


analogues. 
On verra facilement la raison de ce double fait. 
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17. Les relations entre les éléments du triangle vont nous permettre 
de démontrer les inégalités 


. 


(21) a<b+c; bic+a; ca + hb. 


En effet, la formule (16) entraine 


cha -eh? (b+ ¢c), 


qui équivaut à la première inégalité (21). L'égalité n'a lieu que si 
A=o,x—7, c’est-à-dire si A, B,C sont sur une mème pseudo-droite, 
A étant entre B et C. 

On peut en déduire que les pseudo-droites sont les lignes de pseudo- 
longueur minimui. 


18. Revenons aux arètes gauches. Nous avons vu (n° 4) qu'on peut 


attacher à une aréte gauche donnée trois points (&, n, 2), (&, n!, ©’), 


(&", n’, ©), tels que les équations des trois surfaces d’équidistance 


contenant l’arète gauche soient : 
| trey + My — 560 = vit yay 5%, Le 
| ty Me — 300 [=| wk, + yng — 3%, |*. 
| LE, + no — Let, Loy Ny — 3%5/?- 


Les éléments de ce triangle peuvent done étre considérés comme 
attachés à l'arète. Observons que les premiers pseudo-angles A, B, C 
ne sont pas nuls. 

Considérons maintenant deux faces opposées du polyèdre fonda- 
mental. Pour qu'il existe une transformation qui change l’une dans 
l’autre, il faut que cette transformation amène la frontière de la pre- 
miére face à coincider avec celle de la seconde. Si la frontière de la 
première face contient une arète gauche, ceci entraine notamment que 


la seconde en contient une aussi, et que les éléments des triangles 


attachés à ces deux arêtes sont les mêmes à l’oritre pres. 

Si les conditions de cette sorte relatives au polyédre donné sont 
toutes satisfaites, on constate immédiatement que la considération 
des cycles d’arêtes gauches ne conduit à aucune condition nouvelle. 


bn” Gammes a i me 


ne nous once 


a ir om me re à He on. 


. 
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19. Comment pourrons-nous écriregles conditions de cette sorte, 
connaissant les équations des faces du polyèdre et leur répartition en 
faces opposées? Cette question revient à cette autre : comment calculer 
les éléments du triangle attaché à une aréte gauche donnée par les 
équations de deux des ‘Saifanes d’équidistance qui la contiennent? 

Soient 

= ONE tai Ops) gs Sy hee Os 


1 


J p= ve. LYS 
VOL, Vs 55 Los Vos 30) =O 


ces deux surfaces d'équidistance. Ordonnons par rapport à À et u le 
discriminant de l’hermitien 


Ly VN y— Ep À 9 + pd; 


les coefficients des différents termes sont invariants par toute substi- 
tution de M. Picard. Soient : 


9 arr, + al yVy+ a’ sigt FRS ARTE #O' sty 4-0, 52 + O ery + Oy y's 
PA LLy + 2 Y Vy +2" 350 + 39/30 + Bo SoS + 6’ sly + By aye +B" vyyt Bo ty) 


Le terme indépendant de À et uw se réduit à — r, les cocfticients des 
termes en À et en uw sont a+a— a" et a + x"— x”, qui sont nuls. 
Les termes en A? et en u? donnent les invariants 

T=a'a"+ aa" — aa — bb,—b' b+ b' 0). 


5" 


V = 2'a" + ax — aa'-- 83, — 3'8), + 5"3, 


Le terme en Au. donne l’invariant 


pena oe = ge! 


+ax" +a"a—aa'—a'x—b5,— b,35 —~ ' 3, — 6, 5' + 0"5, +0,37. 


Lé terme en A?u. donne invariant 


. 


h = aa a" 4-aa"o'+a'a'z 
++ DD BY UyD) 8 + DOTE + DB, + LL" + bob, 
— abB,— ab,5 — a b'5,— a'b,6— a"L'3, pl 6 
— bb,x — b' bia’ — bb, 2", 


et le terme en Av? donne l’invariant K’ déduit de K par la permutation 
. 
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des a et des b avec les « et lgs B. Les termes en A? et u* donnent les 
discriminants de 9 et 4, qui sont nuls. 

Amenons maintenant le triangle attaché à l’aréte dans la position 
particulière déjà employée (n° 12). On a alors 


o=hA[|Ex —Es|*— 22], 
P= ATIEx + n'y — 0's |?— 220], 


h et & étant des constantes réelles. En utilisant les valeurs de &, €, 
Ey’, C' trouvées au paragraphe 14, nous voyons que 


I = AE (E— 6) =— R'sh°c. 
l'—— k*sh*b, 
"J = Wk EP (ET — 1) + EEE — ER (E + Fa) 
= hk[sh?b.sh?c. (+ cos?A) —2shb.chb.she.che.cosA.cosa], 
K = ht ht? n?(&?— C2) —— h?ksh?b.sh?c.sin’ A, 
K'—— hhk*sh*b.sh*c.sin*A. 


Si 2 et & sont connus, nous tirons bet c de I et de I’, A de Koudek’, 
el x de J. Les autres éléments du triangle s’en déduisent par les for- 
mules (16) et (18). 

Sih et # sont inconnus, K : K’ donne leur rapport. Pour avoir l’un 
d’eux, il faut calculer les coordonnées &, n, € du point d’intersection 
des polaires de 9 et de } (c’est-à-dire du centre du polyédre, s’il est 
rayonné à centre unique). Ensuite, on calcule À de façon que les pre- 
micrs mineurs du discriminant de 


9 —h|Eox + noy — 63 /? 
soient tous nuls, en supposant 


Fÿ Se, 
fey + 1M) — So = — 1. 


20. Considérons maintenant une aréte plane. Je dis que, si le 
polyèdre fondamental est rayonné à centre unique, les Jaces du polyédre 
fondamental et de tous ses transformés par le groupe qui contiennent celte 
aréte ont toutes même polaire. En effet, cela est vrai pour les deux faces 
du polyèdre fondamental; passons au polyèdre transformé adjacent à 
l'une d'elles : cela sera vrai de la seconde face de ce polyédre transformé ; 


—— 
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et ainsi de suite pour tous les polyédres, en tournant autour de l’aréte. 

Nous pouvons, par une transformation de M. Picard, amener cette 
polaire à coincider avec y = 0, et, en même temps, le point d’inter- 
section de la polaire et de l’aréte plane à coincider avec l’origine. Une 
face quelconque contenant cette aréte sera 


lee — Sz P— [Ee th |=, 


avec 660— CC, = EE — CC, et CC, = CU. Nous constatons que son 
intersection avec la polaire est une pseudo-droite. Ainsi, une surface 
d’équidistance coupe sa polaire suivant une pseudo-droite. Le deuxième 
pseudo-angle de toutes ces pseudo-droites situées dans un méme plan 
et passant par un méme point est le méme que leur angle au sens 
géométrique ordinaire, ou au sens de la géométrie de Lobatchefski, 
quand on adopte pour celle-ci l'interprétation des droites au moyen de 
nos pseudo-droites. 

Un raisonnement absolument identique à celui de Poincaré prouve 
alors que la somme de ces deuxièmes pseudo-angles pour toutes les 
arêtes planes du cycle est égale à =, v étant entier positif; si v > 1, 
l’aréte plane est le plan double d’une substitution elliptique faisant 
partie du groupe, et dont la vif" puissance est égale à 1. 

Telle est, pour ces arêtes planes, la forme que prennent les condi- 
tions de discontinuité. i 

Il nous reste à étudier le polyèdre fondamental dans les parties qui 
touchent la frontière du domaine principal, si ces parties existent. 
Nous allons le faire en nous bornant aux cas qui peuvent se présenter 
avec les groupes dont les fonctions automorphes ne se prolongent pas 
analytiquement a l’extérieur de l’hypersphère principale. 


CHAPITRE ITIL. 


LES SOMMETS PARABOLIQUES. 


1. Tutorine. — Si tous les points de l’hypersphère principale sont 
singuliers pour une certaine fonction O(x, y) théta-automorphe de 
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groupe linéaire V, aucun polyédre fondamental de Vna de face sur 


l’hvpersphère principale. 


On va voir en effet que, si ce polyèdre fondamental, formé, par 
n'importe quel moyen, a une face sur celte hypersphère, toute fonction @ 
peut se prolonger analytiquement à travers cette face. 

Soit B un point intérieur à cette face; soit 


Or. y)== ER (Em Yn) ee : (4° 2), 
R(x, y} étant une fonction rationnelle inféricure à un nombre fixe. M 
sur l'hypersphère et à son intérieur; (+,, y,) est le transformé de 
(a, y) par lan? substitution du groupe. 

Considérons une hypersphère de centre B: notre démonstration sera 
faite si nous prouvons que, le rayon de cette hypersphère étant assez 
petit, les points singuliers de R(2,, v,) ni ceux de ER 
quel que soit », pénétrer dans cette hypersphère ('). 

Or les infinis de R(x,y) sont tous extérieurs à la multiplicité 
cyclique V de centre x = y = 0 dont l'équation en coordonnées homo- 
vines est 


ne peuvent, 


si seulement x est positif mais assez petit. Les infinisde R(x, v,)sont 
extérieurs à la multiplicité V, de même paramètre x qui a pour centre 
le transformé de (o, 0, 1) par l'inverse de la n®™* substitution da 
groupe. Or toutes ces multiplicités V, ont B à leur tntérieur ; montrons 
que la plus courte distance de B aux V, reste supérieure à un nombre 
five €. 

En effet, les transformés par le groupe de (o, 0, 1) n'ont pas B 
pour point @accumulation; car, puisque B est un point d'une face du 
polyédre, et non d'une des arètes qui limitent cette face, une petite 
hypersphère S de centre B sera tout entière dans ce polyédre, pour ce 


qui concerne les points intérieurs à l'hypersphère principale. EL, si le 


rayon de S est assez petit, S aura à son extérieur celui des transformés de 
eq eee eS eae ee 


(1) Cf. G. Ginaun, Lecons sur les fonctions automorplhes, Chap. 1, § 32. 
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(0, 0, 1) qui est dans ce polyédre; S aura donc à son extérieur (0, 0, 1) 
lui-même et tous ses transformés par I’. 
Considérons la fonction de &, n, ¢, a, Ve aut 


LLy+ V9 — 550 
[TE + Yo -— 3% |? 


(1) (E%0 + 1%)— $= const.), 

où (Ë, n; €) varie sans aller à l’intérieur de Snia l'extérieur de l’hyper- 
sphère principale. Cette fonction est continue quand (x, y, 5) vient 
en B; je dis qu "elle l’est aussi pour tous les points voisins de B. Cela 
signifie que, si (a, y, 3) est assez voisin de B, il n’existe pas de point 
(§, 4, ©) intérieur à S ou extérieur à l'hypersphère principale, tel 


que 
x +y ap FE O. 


En effet, il faudrait, dans l'hypothèse contraire, que (Ë, n, €) fût sur 
la polaire de x, y, 3). Or, si (æ, y, 5) est sur l’hypersphére principale 
et intérieur à S, sa polaire est extérieure à l’hypersphére principale, 
sauf le point (æ, y, 3) : donc (£, n, €) n'existe pas. Si (x, y, 5) est à 
l’intérieur de I’hypersphére principale, (£, n, ¢) n’existe évidemment 
pas non plus. Si (x, y, z) est extérieur à l’hypersphère principale, sa 
polaire pénètre à l’intérieur de celle-ci : mais, si (a, y, 5) est assez 
voisin de B, tous les points de la polaire qui ne sont pas extérieurs à 
cette hypersphère sont intérieurs à S; car, si B est, par exemple, 
(1,0, 1), on a pour les points de la polaire intérieurs à l’hypersphère 
principale 
“NA et v2 — LLo 339 + ae 
LOA YYo| (te 0) 


c’est-à-dire > aussi petit qu’on veut, pourvu que (a, v, 3) soit assez 


voisin de B; et comme 


on voit que (&, n, ¢) est alors aussi voisin qu’on veut de B, donc inté- 


rieur à S. 

Ainsi, il existe une hypersphère S’, intérieure à S, telle que la fonc- 
tion (1) soit continue quand (x, y, =) est intérieur à S’ ou sur son 
contour, et (£, n, ¢) extérieur à S et intérieur à l’hypersphère princi- 


6* 
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pale, où situé sur le contour de l’une d’elles. Ce domaine étant fermé, 
(1) y est uniformément continue. Soit C ce domaine de variation 
dem, #56. 136 

Or, quand (x, y, 3) est en B, (1) est nulle, quels que soient de 
Si done la multiplicité | 
(2) | LL) + VYYo 550 


— rr? CO OA 
| Eo Y 00 — 360 l* 


pénètre dans C, la continuité uniforme entraine que, sur cette multi- 
plicité et dans C, la distance de (a, y, z) à B reste supérieure à un 
certain minimum €, indépendant de &, n, €. Comme « est plus petit 
que le rayon de S’, « est aussi inférieur à la distance de B à (x, y, =) 
pour les points de (2) qui ne seraient pas dans C. 

Mais les V, font partie des multiplicités (2) : e est donc le nombre 
dont nous voulions prouver l'existence. 

Donc les infinis de R(x,, y,) ne peuvent, quel que soit n, pénétrer 
dans l’hypersphère de centre B et de rayon €. 
O(Lny Yn) 


Une proposition identique s’applique aux infinis de 
prop q ppnq O(a, }) 


» qui 
sont les transformés par F du plan de l'infini. 


Notre théorème est done démontré. 


2. THÉORÈME. — Aucune aréte à une ou deux dimensions du polyédre 
fondamental rayonné d'un groupe TY, située sur l’hypersphere principale, 
ne peut être commune à une infinité de trans formés du polyédre fonda- 
mental rayonné par T. 


Soient en effet B et C deux points distincts d’une telle arête supposée 
existante. Les polyèdres dont une face passe par B ont tous un de 
leurs centres sur une certaine multiplicité passant par B et n’ayant pas 
. d'autre point que B commun avec l’hypersphère (*). Comme les mêmes 
faces passent aussi par C, ces mêmes centres sont aussi sur une multi- 
plicité analogue, passant par C, et n’ayant pas d'autre point que C 
commun avec l’hypersphére. L’intersection de ces multiplicités est un 
ensemble fermé sans point commun avec l’hypersphère. Puisque, par 


ee a TT NN 


(1) Son équation est | x 6 + y n0 — 2%o |? = A(t + YYo— 250). où (E, 4, ©) sont les 
coordonnées de B, et À un paramètre. 


TE, - 


ee 


he ne à te 
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hypothése, il supporte une infinité de centres de polyèdres, ceux-ci 
ont au moins un point d’accumulation intérieur à l’hypersphére. Or 
cette conclusion est absurde, même si le polyèdre fondamental n’est 
pas à centre unique, pourvu qu'il n’ait qu'un nombre fini de centres. 
Donc de telles arêtes ne peuvent pas exister. 


3. COROLLAIRE. — Si quelque fonction O(x, y), correspondant à un 
groupe T, admet l'hypersphère principale comme coupure, et si le 
‘ polyédre fondamental rayonné P du groupe T n'a qu'un nombre fini de 
faces, P ne peut atteindre l’hypersphere principale que par des sommets. 


Car, puisque P ne peut avoir (n° 1) de face sur l’hypersphère, s’il y 
avait une arête à une ou à deux dimensions, celle-ci serait commune à 
une infinité de ses transformés par I’, ce qui est impossible (n° 2). 


4. Définition. — Si le prolongement analytique d’une fonction @ ne 
peut pas se faire au delà de l’hypersphère, et si le polyèdre fonda- 
mental rayonné P de T n’a qu’un nombre fini de faces, et a un 
sommet A sur l’hypersphère, nous dirons ici que les hypothèses H sont 
satisfaites. . * 


5. Lemme I. — Si les hypotheses H sont satisfaites, A est point double 
d’une infinité de transformations du groupe T. 


En effet, A appartient à un cycle d’un nombre fini de sommets; 
_ soient A,, A;,..., A,, les sommets du cycle autres que A. Soit P;un 
transformé de P par I, contenant A, et tel que, si l’on amène P; à 
coincider avec P par une transformation de I, À; vienne en À. À sera 
maintenant nommé A,, et P, P,. 

Il y a une infinité de polyèdres P’, transformés de P, par I’, autres 
que P,, P,,..., P,,, et qui ont le sommet A. La transformation de F qui 
‘amène l’un d’eux sur P, amène A, en A;, z étant l’un des nombres 1, 
2,...,m. Alors la transformation qui change P; en P’ change A, en 
. lui-même : car on peut d’abord amener P; en P,, ce qui change A, 
en A,, puis P, en P’, ce qui ramène A; en A,. 

Done, à chaque polyèdre de sommet A, correspond une substitution 
de point double A; à une même substitution ne correspondent que 
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m polyèdres, savoir ceux en lesquels elle change P,, P,, ..., Pm. Donc 
il y a une infinité de substitutions de point double A. 


Définition, — Ces substitutions forment évidemment un groupe, que 
nous désignerons par G. 


Remarque. — Remarquons que, si nous formons le polyèdre rayonné 
de G, les centres étant les mêmes que pour P,, Py, ..., Py, les faces 
Re par A sont les mémes dans ce polyédre et dans l’ensemble de P,, 


mio peipny. 


6. Lemme II. — G ne comprend pas de substitutions hyperboliques. — 
Supposons qu’il en comprenne une; nous pouvons supposer que celle-ci 
est de la forme canonique. Si (§, n, ©) est un centre d'un des polyèdres, 
[(Echau + Cshnu)e™, ne, (£ sh nu + Cchnu)e”*] en estun autre. 
Si (a, y, 3) appartient au polyèdre fondamental, 
(3) Ja (Echnu +Eshnu)e"® + y,ne-2r0 3,(E sh nu + € chnu)en?|? 
ou l'expression analogue où (&, n, C) est remplacé par un autre centre 
du même polyedre, est minimum pour n=o. Or, il y a des points 
(x, y, 3) pour lesquels cette fonction de l'entier n n’a pas de minimum, 
ou en a un atteint une infinité de fois : nommons-les points excep- 


tionnels et recherchons-les. 
Si west, par fao mp les positit, (3) tend vers + x avec n, sauf si 


(§+- 6) (Zo— 50) = 0, 
ou, comme 5 £ — 4 (le centre appartenant au domaine principal), si 
Ts. | 
La même expression tend vers + x avec —n, sauf si 
= -— #8, 
Les points exceptionnels sont done parmi ceux qui vérifient l'équation 
(t+3)(æx —5:)=o. | 
CRM PERRET SONT nike Peer sde eo bre + 


(1) Cf. G. Giravn, Loc, cit., Chap. 1, § 27. 


eee 
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Ceux-ci ne sont au reste pas tous exceptionnels : la réponse varie 
suivant que 9 : + est rationnel ou non, et suivant la position du centre: 
ainsi, si n = 0, tous les points précédents sont exceptionnels. Il est 
inutile pour notre objet de faire la discussion complète : nous remar- 
querons seulement que les trois points doubles.(o, 1,0), (1, 0, 1), 
(1, 0, — 1) sont exceptionnels, et que, pour les deux derniers, situés 
sur l’hypersphère, (3) n’a pas de minimum; or A est un de ces deux 
derniers points : il y a donc contradiction. 

Le lemme est démontré. 


7. Notations. — Pour rechercher le groupe G, nous ferons un chan- 
gement linéaire de variables tel que l’hypersphère devienne 


(4) Sg + Lo3 + VY y= 0; 
et que A vienne en (1, 0, 0). L'intérieur de l’hypersphère est alors 
Lg + Lys + J Jo 0: 


Toute substitution de G, étant elliptique ou parabolique, peut 
s’écrire 
X = zx — Boy + a5, 
Phy | _ 5 ¥=e(y+ Bs), 
LS, 
avec la condition 


(6) | a + a+ BBy= 0. 


Le déterminant de la substitution ainsi écrite est e”. 

Soient S la substitution (5), T la substitution analogue où 6, «, 8 sont 
remplacés par 0’, a’, 6’. Cherchons le produit ST. Nous trouvons qu’il 
se déni de S en remplaçant 0, a, par 0 + 0’, « + x! — BB ef, 
B+ Bre 

En oeil, sie*~1, sm a pour paramètres 


—1 él) —mif 

4il—e Me 1—e 
—il) Pata ey pa i gs 
Lea? 


m6, mo Fram 1:70 (m +e 
1—e—% 
sie” = 1, S” a pour paramètres 


Oe na ne BB mé. TA + 
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Pour que la substitution soit elliptique, il est nécessaire et suffisant 
que les coefficients de S” soient bornés quand m varie; pour cela, il 
faut que 


eZ 1, 
et en outre que 
BB at - 
(7) aig pe PE ne 


Remarquons qu’en vertu de (6), le premier membre de (7) est en tout 
cas purement imaginaire. 
Si e°-£ 1 et que (7) n’ait pas lieu, S est parabolique à deux points 
doubles. | | 
“SieŸ— 1,8 =o, Sest parabolique à plan double (S = 1 si, en outre, 
een), 
Si e°—1, 8 £0, S est parabolique à point double unique. 


8. Lemme II. — Les transformés par G d’un point quelconque de 
l'espace n'ont de point d'accumulution que sur 3 = 0. 
Car G conserve 


(8) M Liy+ Lys + YYy— À 33 


où À est une constante réelle quelconque. Or ceci est un hermitien du 
type voulu. Si l’on considère un point tel que z soit différent de zéro, 
on peut choisir À de manière que (8) soit négatif en ce point; on peut 


donc, quand on se borne à G, choisir le domaine principal de manière. 


qu'il comprenne ce point, ce qui démontre le lemme. 


CoroLLAIRE 1. — Les transformés par G des points extérieurs à 3 = 0 
n'ont pas d’autre point d’accumulation que (1, 0, 0). 


En effet, À étant choisi comme ci-dessus, les points d’accumulation 
doivent vérifier les conditions 


qui entrainent 


Re = + me prit 
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COROLLAIRE Il. — G a un nombre fini de substitutions génér atrices. 


Car on peut choisir À de façon que le domaine principal ne rencontre 
que les faces du polyèdre fondamental qui passent par À, et qui sont 
en nombre fini. 


9. Lemme IV. — Si une substitution S du type 6) est permeate a. 
toute substitution de G, ona 


B= 0, eM}, 


c’est-à-dire que S est parabolique à plan double, ou est la substitution 
identique. : 
Supposons que ce soit faux. 


1° Supposons d’abord e’’ 4 1. En transformant G par une substitu- 
tion du type (5), nous pouvons nous ramener au cas où 8 = o. Soient 
0’, «’, B’ les paramètres d’une substitution variable T de G. Comme 


CEE 
on en déduit 
B'e-i— B', 
d'où 
os 0. 


Donc toute substitution de G conserve yy,. Je dis que cela entraîne 
que le polyèdre fondamental atteint l'hypersphère en des points aussi 
voisins que l’on veut de A : comme on sait bien qu’il n’en est rien, cette 
contradiction prouve que eŸ— 1. 

_ Soit B un point quelconque, non situé sur z = 0; le polyèdre fonda- 
mental comprend un transformé de B par G, donc un point pour lequel 
yy» ala même valeur qu’en B. Soit C un point de l’hypersphère pour 


lequel | 

IVo—= 2M, 21; 

comme (x, y, 3) est sur l’hypersphère, 
æ+xo—=—2M, |æ|2M: 


Mais Lis 
ly|=Vv2M. 
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>{/M, 


En choisissant B convenablement, M, et par suite ces deux rapports, 
sont anssi grands que l’on veut. Le point C du polyèdre fondamental 
et de l’hypersphère principale est donc aussi voisin de A que l’on veut, 
ce qu'il fallait démontrer. 


Donc 


esp 


k 


|x 
he 3 


2° Supposons donc = 1, B #0: c’est la seule hypothèse qui 


reste pour mettre le lemme en défaut. Alors la condition ST =TS nous . 


donne 


en pape, 
d’où, comme Bo, 
er 


nous avons aussi, en considérant le paramètre qui remplace «, 
BB = BoB’; 
donc 8 : f’ est réel. Si nous transformons G en changeant y en ye‘?, on 


peut choisir 9 de manière que 8 soit réel. Alors G conserve y — yp. Si 
l’on considère un point B, extérieur à sz = o, pour lequel 


ly —yol =2V2M, 
le point C qui lui correspond dans le domaine principal est tel que 
YYo= 2M; 


nous sommes alors conduits à la même absurdité qu'il y a un instant; 
le lemme est donc démontré. 


10. Lemne V. — Les multiplicateurs e* des diverses. substitutions ae G 
n'ont qu'un nombre fini de valeurs distinctes. 


Soient (5) les équations d’une substitution S de G. Considérons 
l'équation 
j e%(y+Bs)=y, 
qu'on peut résoudre par rapport ay sie® Ax : 


a Es 5 
(9) KES 


ee 


OO EE EEE ee ee 
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l'hypothèse e” £1 peut être faite à cause de l'énoncé : nous suppri- 
mons ainsi une des valeurs possibles de ce multiplicateur. 

L’équation (9) peut être regardée comme l'équation d'une multipli- 
cité linéaire conservée par $. Prenons un point quelconque autre 
que À à l'intersection de cette multiplicité (9) et de l’hypersphère 
principale (4); ramenons-le à l’intérieur du polyédre fondamental par 
une substitution T de G. T-'ST est une substitution de G, de multi- 
plicateur e®, dont la multiplicité (9) pénètre dans le polyèdre fonda- 
mental. 

Soient maintenant (5) es équations de T-'ST; en faisant s =1 pour 
un point situé à la fois sur (9), sur hy RE principale, et dans 
le polyèdre fondamental, on trouve 


B=(c-%—1)y. 


Mais il résulte de la démonstration du lemme IV que, pour ces points, 
ona 
ly 1<M, 


M étant un nombre fixe. Donc 


181<2M. 


Si le lemme était faux, le système des valeurs de e” et des 8 corres- 
pondant aux T—'ST aurait au moins un système d’accumulation; pour 
le quotient de deux substitutions correspondant a des systémes suffi- 
samment voisins de ce dernier, on aurait 


le s[<e, [Bl <e, 


- 1) = ; 
e étant positif quelconque; les deux expressions e” — 1 et 6 ne sont du 


reste pas nulles ensemble. Nous appelleronsS la substitution donnant 
lieu à ces inégalités. On peut écrire 

SUV: 
U et V ne faisant peut-être pas partie de G. Dans U, le paramètre 8 est 
le même que dans S, et « est réel, donc infiniment petit à cause 
de (6). Vest alors parabolique à plan double, donc permutable à toute 
substitution du type (5). Alors, si T est une-des substitutions généra- 
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trices de G, L ; 
STS-1T- = UVTV-!U-! T—' = UTU=1T-!; 
c’est donc, € tendant vers zéro, une substitution infinitésimale; donc, 


dès que £ est assez petit, 
| STS— TI — 1. 


Dès que ¢ est assez petit, S est permutable à toutes les substitutions 
génératrices de G (en nombre fini, lemme III, corollaire II), donc à 
toute substitution de G. Donc (lemme IV), 


eS —y, B =0, 
_ce qui contredit un résultat précédent. Donc le lemme est démontré. 


CoroLLaiRe I. — Les rapports 0 : x sont rationnels. 


Car e”®, où m est entier quelconque, n’a qu’un nombre fini de 
valeurs distinctes. 


CoroLLaiRe IT. — Les angles 0 sont des multiples de l’un d’entre 
eux 27 : q, Où q est entier. 


Conouzarme III. — G comprend des substitutions paraboliques à point 
double unique. 


Soit, en effet, E une substitution elliptique ou parabolique de G, 
d'angle 
; 0=2Tr:q. 

Toute substitution de G est du type EXP (k=o0, 1, 2, ..., g—1), 
où P correspond à 0 = o. Si l'énoncé était faux, P serait parabolique 
à plan double; et, par suite, toutes les substitutions P seraient des 
puissances de l’une d’entre elles, puisque G n’a pas dé substitutions 
infinitésimales. Or, on vérifie sans peine que le eae fondamental 
du groupe des E‘P? (k= 0,1, 2,...,9g —13 p= — ©, ..., —1, 0,1, .. 


+ oc) atteint |’ hypersphére gHineipale en des points nites’ voisins que 


l’on veut de A, ce qui est une contradiction. 
La proposition est donc établie. 


11. Lemme VI, — Le groupe G, des substitutions de G d'angle 0 = 0 - 


Éd D os Rs tute | 
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dérive d'au plus trois substitutions génératrices, dont deux au plus sont 
paraboliques à point double unique. 


En effet, on voit, par le même raisonnement qu’au lemme V, que 
les paramètres B des différentes substitutions de G forment un 
ensemble qui n’a pas de valeur d'accumulation à distance finie, chaque 
valeur de 5 n’étant comptée qu'une fois, même si elle correspond à 
plusieurs substitutions distinctes de G,. 

Soit donc P,, de paramètres o, «,, 8,, une des substitutions pour 
lesquelles 8 a la plus petite valeur absolue possible; soit P,, de para- 
mètres 0, «, B,, une de celles pour lesquelles 8, n’étant pas multiple 
de $,, a la plus petite valeur absolue possible (nier l’existence de P, 
reviendrait à admettre que G, dérive d'une seule substitution à point 
double unique). Soit enfin P,(0, «,, B;) une substitution quelconque 
de G,. Nous pouvons trouver trois entiers réels p,, p,, p, tels que 


IP1B1+ PaBr + psBs|<e, 


e étant positif arbitraire, car ceci revient à deux inégalités linéaires à 
coefficients réels. Alors, dès que « est assez petit, 


= 


PiBi+ p2B2+ Psbs=0. 
Or p, n’est pas nul; car autrement, de l'équation 
PiBi+P2B: = 0, 
où p, et p, sont des entiers premiers entre eux, on déduirait, en intro- 
duisant les entiers A et y tels que 
Api+ Pat, 
que P, et P, sont des produits de puissances de P#P,” par des substi- 


tutions paraboliques à plan double, ce qui contredit les définitions 


de P, et de P,. 
p, n'étant pas nul, je dis qu'on peut supposer que 


PAT 
En effet, si |p,|>>1, Py, Po et p, étant premiers entre eux, soient g, 


et gz les entiers qui diffèrent le moins de — p,:p,;eltde — p,:ps. 
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Considérons la substitution 
. PUPTP,. 


-Le paramètre qui remplace B est 


ABi+ Ha 
1= q+ Es sup gi#E, 
3 P3 
de sorte que 
|A[Sira, [wf Sara. 


Sa valeur absolue est done 
A*B, Biot Ap. (By B2,0 + By os) + pe? Ba Boo. 
Or, d’après la manière dont on a choisi P, et P,, 


B2B2,0 > Bi Bo > | B1B2,0 + B1,0B2 |; 


donc, 


AB Bio + AU(B1B2,0 + B1,0B2) + 27 B2B2,0 < 3 Ba B2,0 : 43 
donc, 


FPEPEP, = Pp, 
r étant entier; par suite, 
(9i— 1) Bi t+ q2B2+Bs=0; | 


nous retombons ainsi dans le cas où ps = 1. 
Donc, 
PsP? PF: 


est une substitution parabolique à plan double. Or, toutes les substi- 
tutions de G, paraboliques à plan double sont évidemment des puis- 
sances de l’une d’entre elles P. Donc, 


P,—PAP-PEr; 


le lemme est démontré, puisque P, est quelconque. 


12. Lemme VII. — Les angles 0 des diverses substitutions de G sont 
des multiples de l’un d'entre eux 27 : q, où q =1, 2, 3, 4 ou 6. 


Soit E(0, «, 8) une substitution quelconque de G; soient P, PePy 
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les substitutions génératrices de G,, les deux dernières seules étant 
paraboliques à point double unique : P, a pour paramètres o, «,, B, 
et P, a pour paramètres o, «,, B,. Si G, n’a que moins de trois 
substitutions génératrices, la démonstration garde la même allure 
générale. 

Formons E~'P,E (k— 1, 2). Le paramètre 8 de cette substitution a 
pour valeur Be. Son angle 0 est nul; donc, cette substitution fait 
partie de G,. Par suite, il existe des entiers À, pe, v, p tels que 


Bet = AB: + pBe, 


(10) B,e — vB, + pB; 


donc, 
(A — ed) (p — ef) — py — 0; 


e” est racine d’une équation du second degré à coefficients entiers 
réels, le coefficient du terme du second degré étant un : 


et — (2+ p)et+ dp — pr = 0. 


Si l’on écarte le cas où eŸ— +1, on voit donc que 


Ap — pi 
et que 
—2<h+p<2. 
Si pee ar 0 — + ?T an Si A+9=0, O= +5; si k+po=1, . 
0 — + 3 Le lemme i donc démontré. 


.COROLLAIRE. — G, est un sous-groupe invariant d'ordre fini de G. 


Cet ordre est, en effet, le nombre g. 

-G, jouit, par suite, des mêmes propriétés que G : son polyèdre 
fondamental matteint. pas SATO AG en des points infiniment 
voisins de A. 


13. Lemme VIII. — G, a exactement trois substitutions génératrices. 


En effet, soit P, une substitution de G, parabolique à point double 
unique (lemme V, corollaire III). Soit Q une substitution de G, non 
$4 | 
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permutable à P, (lemme IV). Alors P,QP,'Q—", qui n’est pas la substi- 
tution identique, est parabolique à plan double; donc, G, comprend 
de telles substitutions, qui sont toutes des puissances de l’une d’entre 
elles P. | 

Nous pouvons supposer que P, soit l’une des substitutions de G, 
dont le paramètre $ a la plus petite valeur absolue possible. Toutes 
les substitutions de G, ne sont pas du type 


Pape, 


puisqu’elles ne sont pas toutes permutables à P, (lemme IV). Si 
alors P, est une de celles des substitutions, qui ne sont pas de ce type, 
pour lesquelles 8 a la plus petite valeur absolue possible, il résulte de 
la démonstration du lemme VI que toute substitution de G, est du 


type 
ial Se al aed C. Q. F. D. 


A4. Taéonème. — L'expression générale des substitutions de G est 
E"Prprpr, 


où m peut varier de 1 à q (q =1, 2, 3, 4 ow6) et les autres exposants 
de — © à + x; sq —1,E est la substitution identique ; si g >1, E est 
une substitution d'angle 2% : q; V est une substitution parabolique à plan 
double; P, et P, sont deux substitutions paraboliques à point double 
unique non permutables entre elles ('). 

Soit, en effet, E une des substitutions d'angle 27 g (lemme VII). 
Si Q est une substitution quelconque de G, d’angle 2mx : g, E-”"Q fait 
partie de G,, ce qui démontre le théorème. 


15. Remarque. — 1] résuite du lemme VII que l'équation 
(11) s'— (À + p})s + Àp — py=o 


admet la racine s = e’’; si cette racine est imaginaire, l’autre est e~®. 
Je dis que, si e® = +71, c'est une racine double. En effet, B, et B, 


(1) Cf. Picann, Comptes rendus, t. 98, 1884, p. 563. Les groupes G y sont considérés 
a priori, en négligeant toutefois E. 


I RS 


— 
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satisfont cas aux équations (10), et leurs conjugués y satisfont 
aussi : donc, e est bien racine double. | 
Par conséquent, ona toujours 


‘2p = —— Le 


16. Nous allons maintenant chercher tous les groupes discontinus 
dont toutes les substitutions sont du type indiqué dans l'énoncé du 
théorème ci-dessus. 

Tout d’abord, P, et P, n'étant pas permutables, B, : 8. ne devra 
jamais être réel. | 

Supposons d’abord que g =1, de sorte que E est la substitution 
identique. Nous choisirons arbitrairement les substitutions non 
permutables P, et P,, et nous devrons prendre le paramètre « de P 
égal à un diviseur de 6,,8,— 8,8,,, de façon que P,;P,P,'P;' soit 
bien. une puissance de P. Alors P, P,, P, engendrent un des groupes 


cherchés, car 
Pers 2P; 


donc, P étant permutable à P, et a P,, 


P; P, — p—-" P, | ese Pp PS = p-/ ps PS; 
Pp. P, — PP, He a ee = Pr D pa 


On peut, par application répétée de ces formules, mettre toutes les 
substitutions du groupe sous la forme voulue P’P!P;. Le groupe n'a, 
évidemment, pas de substitution infinitésimale ; il est donc bien 
discontinu. 

17. Si g — 2, nous supposerons que le groupe ait été transformé 
de manière que E ait pour paramètres (x, a, 0). Nous .prendrons 
8, et B, arbitrairement, pourvu que leur rapport ne soit pas réel. On 
doit avoir 

— Bi — Bi + pa, 
— Br = 81+ pôs, 


ce qui entraine 
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De plus, 
P,E=EP?P;', 


Se | P,E— EP*P;!, 


c et x étant entiers. Soient (0, ih, o) les paramètres de P; À sera pris 
égal à un diviseur de (8,082 — 8,829). On déterminera « de façon 


que 
E?2 — pe: 


c'est-à-dire que 

2a —=iwh, 
w étant un entier quelconque. Il reste à déterminer «, et «,; on le fait 
au moyen des conditions (12), qui donnent 


— 20 — 8,8; .— sth, 
— 203 = B2B20— TA; 


ces relations sont compatibles avec (6). 

G est ainsi déterminé. Il est du type voulu, car les conditions (12) 
permettent de faire passer E en tête d'un produit quelconque de ces 
substitutions; ensuite, les substitutions P, peuvent passer avant les 
substitutions P,, comme au numéro précédent. G est évidemment 
discontinu. | 


18. Si g=3, 4 ou 6, on a vu que l’équation (11) admet pour 
dx ir 
racinese’ ete %.Donc, 
dp — py=1, 


‘an 
HER ie Vigo ee ou 1. 


On peut prendre À arbitrairement, puis 


p= cos — À, 


Il faut alors que 
2in 


prete AB, Ci PBs, 


2iT 


Bred =v}, Fre PB2; | i 


ss) 7 
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ce qui donne une seule condition 7 


2iT 


i TE À 
fou - 


Du reste, on ne diminue pas la généralité de G en prenant 


= 6 Mi. 


Si P a pour paramètres (0, th, 0), h est un diviseur arbitraire de 
1(Bi,082— 8,82). E étant mis sous la forme (=, x, 0), on doit 
avoir “ 

E7= Be 
ou 

ga=itwh. 


Enfin, on détermine «, et x, par les conditions 


P,E — EPP Pe, 
P,E — EP: P?P£, 
qui se réduisent à 


AQ 
(Ait par = diese 1e Bio + -R—— D p:8 2,0 + ABB: Pro — oth, 


p(p—), 


va, + (p —1)a,= 08, LA A ik nent Ba B2,0 + V081 Bro — Tih; 


le déterminant de ées deux équations n’est pas nul. 

On constate ensuite, comme dans les autres cas, que le groupe 
engendré par ces substitutions est du type indiqué, et qu'il est 
discontinu. 


19. Cherchons le palyèdre fondamental rayonné. Il dépend, bien 
entendu, des centres choisis, et aussi de la valeur de À (n° 8). Nous 


ferons À — o. 
Observons tout d'abord que nous avons, bien facilement, un polyèdre 


fondamental non rayonné. Soient 
PE 8 =: 


Nous pouvons, dans E”P"P?P’, disposer de p et de r, en faisant me = 0, 


7 x 


96 | GEORGES GIRAUD. 


pour amener Ÿ à l’intérieur du parallélogramme, construit sur 8, et B., 
dont le centre est à l’origine des coordonnées. En faisant varier 7», 
nous pouvons partager ce polygone en g.autres. n permet, enfin, de 
rendre la partie imaginaire de X inférieure en valeur absolue à z : 2. 
Nous avons, ainsi, un polyèdre fondamental IL. IE n’a qu'un nombre 
fini de faces dans tout l’espace. | 

Passons, maintenant, à la méthode du rayonnement. Notre méthode 
va consister à prendre un point de II, et à chercher quelle substitution 
il faut lui appliquer pour l’amener dans le polyèdre fondamental 
rayonné. Suivant le centre de celui-ci que l’on considère, et suivant 
la valeur de m, nous aurons à chercher les minima d’un nombre fini 
d'expressions telles que 


JX + YO + PB + rBs,0) + &0 — (PB: + TBs) no— nih 
(13) + (a, + Eine Pent 
—+ r (as, ot Oa meat) 2 2 Bi, à 7 = BsBa0— PrBsBre 


quand n, p, r prennent toutes les valeurs entières possibles. 

Dans l’expression dont nous venons d’écrire la norme, séparons la 
partie réelle et la partie imaginaire. Cette derniére, seule, contient n, 
et elle le contient linéairement, par le terme — nih. Pour le minimum 
cherché, nous sommes done certains que la norme de cette partie 
imaginaire ne dépasse pas 2°: 4. Et nous sommes sûrs aussi que, 
pour ce minimum, la norme de la partie réelle ne dépasse pas son 
propre minimum, relatif à l'ensemble des valeurs entières de p et der, 
augmenté de A? : 4. Or, cette partie réelle est de la forme 

X + X + Xo 
C he Hana re + 2Bpr + Cr? 


où la partie réelle de X est mise en évidence au seul endroit où elle 
entre. Ap° + 2Bpq + Cr* est une forme quadratique définie négative 
à coefficients constants. a, b, c sont des quantités bornées à l’intérieur 
de IT. Donc, en ce qui concerne l’intérieur de l’hypersphère 


Kab went 
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ou, plus généralement, en ce qui concerne la partie de l’espace où la 
partie réelle de X est inférieure à une limite donnée, le minimum de 
la norme de cette partie réelle est atteint pour des valeurs de p et de r 
bornées. On peut même assigner une borne de p?+r?, au delà de 
laquelle la norme de cette partie réelle dépasse son minimum de g?: 4 
au moins, g étant donné. 

On constate alors immédiatement que n, qui est l’entier le plus 
voisin du nombre qui annulerait la partie imaginaire, est borné 
aussi. 

Ainsi, les systèmes de valeurs de n, p, r pour lesquelles (13) est 
‘minimum, (X, Y) étant dans II, et la partie réelle de X étant bornée 
supérieurement, sont en nombre fini. 

Comme II a un nombre fini de faces, et qu’il y a seulement un 
nombre fini d'expressions (13) à considérer, on en déduit que le 
polyèdre fondamental rayonné a seulement un nombre fini de faces 
dans toute portion de l’espace où la partie réelle de X est bornée 
supérieurement, et, notamment, dans l’intérieur de l’hypersphère 
principale. Ce ne serait plus vrai de l’espace entier (tandis que IT a, 
lui, un nombre fini de faces dans l’espace entier). 

Nous avons, ainsi, terminé l'étude des conditions pour qu'un 
. polyèdre, ayant un nombre fini de faces de la nature indiquée, et 
n'ayant pas de face sur l'hypersphère principale, soit le polyèdre 
fondamental d’un groupe linéaire discontinu. 


20. Considérons le groupe discontinu F, contenant G. Formons, 
pour tous les transformés par I d’un point B intérieur à l'hyper- 
sphère, le rapport 

9 Lo + Lo3 + Ye. 
re 


Comme À n’est pas altéré par G, nous pouvons nous borner à l'évaluer 
pour les substitutions qui changent B en un point de II, B appartenant 
aussi à IT. Soient P’ ces substitutions, s variant de 1 à + 2, et P) étant 
la substitution identique. La substitution la plus générale de I peut 
s’écrire, à volonté, 

PE" Pe PrP. 
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ou 
Er Pr PP PP". 


Je dis que les valeurs de À correspondant aux P: forment une suite 
discontinue ; c’est-à-dire qu'entre deux nombres négatifs A, et Ag, tl 
n'y a qu'un nombre fini de valeurs possibles de À, chacune d’ elles n'élant 
complée qu'un nombre fini de fois. 

En effet, adjoignons à II sa frounticre, et, si À, > À», détachons-en la 
portion définie par 

L30 + Lys + YYo— dy 559 20. 
L5y + LoS + YJ'o — À: 530 2 0. 


La portion détachée est un ensemble fermé, sans point commun 
avec l’hypersphère. Elle ne contient done qu'un nombre fini de 
transformés de B par I, ou par les P', ce qui démontre notre propo- 
sition. 


21. Je dis, de plus, que des valeurs print par À sont limitées in fé- 
rieurement. 

Supposons qu'elles ne le soient pas. Soit (x, y, =) un transformé 
de B par les P'. Appliquons-lui la substitution P; la pseudo-distance a 
de (æ,y, =) à son transformé est donnée par 


Rips | Log + Los + YYo— Ch 3530 a 
(TZ30+ Lo3 + YYo)* 


Comme, dans II, y:= et la partie imaginaire de æ:3 sont bornés, 
il en résulte que le rapport précédent est d'autant plus voisin de 1, 
ou a de zéro, que la partie réelle de æ : 3 est plus grande en valeur 
absolue, 

Or, précisément, il existe par hypothèse des substitutions Po ren- 
dant A aussi petit que l'on veut, c’est-à-dire la partie réelle de æ: 3 
inférieure à un nombre négatif quelconque. 

Done, la pseudo-distance des transformés de B par P° et par PLP est 
aussi petite que l’on veut; donc, la pseudo-distance de B à son trans- 
formé par P,PP>' est aussi petite que l’on veut; donc, T n’est pas 
discontinu. 
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Mais ceci est une contradiction. Donc, les À sont ornée inférieu- 
rement. 

Il résulte de là que, si un groupe discontinu T contient un groupe tel 
que G, le point A appartient à quelque transformé par T du polyédre 
fondamental rayonné de T. Donc, ce polyedre fondamental lui-méme 
admet un sommet parabolique transformé de A parT. 


22. Remarquons, enfin, que II n’a pas d'autre point commun avec 
la polaire de A(s = 0) que A lui-même. 


CHAPITRE IV. 


RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE FONCTIONS DE M. PICARD A GROUPES LINÉAIRES. 
SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES. 


1. Commençons, bien que cela ne soit pas indispensable à notre 
but, par déterminer les fonctions automorphes du groupe G du précé- 
dent Chapitre. 

Nous posons 


(1) E=— rae AY 
ie 


ou, en coordonnées non homogènes, 


wo 
— 
nr 
| 
= 
| 


de façon à remettre la condition 
(3) L+LM+VVo<0 


sous la forme 


(4) feo Nip —- 1 <0, 
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où Je domaine de variation de £ et de 7 est à distance finie. Le point A 
a, dans le système (&, n, ¢), les coordonnées (1, 0, 1). 
Une série @ quelconque est, par définition, 


_— \ O(ér, Nr) |* > 

(9) . | > RE Nr) Ease (k22), 
(&,, nr) étant le transformé de (2, n) par la ri” substitution de G. 
R(E, n) est une fonction bornée dans le domaine (4). 

Nous savons que cette série est absolument et uniformément conver- 
gente dans (4); nous allons voir qu’elle l’est également dans tout 
ensemble fermé ne comprenant ni A ni aucun point de sa polaire. 

Nous commencerons par l’établir pour la série 


© LerTE es (Cees | [oes] 


Nous avons 


O(E,n) _ —) 
O(a, vy) \æ—1/° 
Donc la série est 


(a) (E V2 ks [At Yr) |* 

ae hed \ Lp— 1 _O(x, 7) i 

et nous pouvons observer que le second facteur du terme général est 
égal à un en valeur absolue. 


Considérons un ensemble fermé quelconque, ne rencontrant pas la 


polaire s = o de A, et choisissons un nombre positif À tel que, dans 
tout l’ensemble, 


(7) Léo + Mos + YYo— À 35 < 0. 


Nous poserons alors 


YY 4 + 
rey One he sé Wand 


a 
- 


de sorte que 
Trot Lys + IY o— Assy EE + yn, — LE. 


En ce qui concerne G, (7) peut être pris, au lieu de (4), pour domaine 


a 
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principal. Il en résulte que, si nous prenons en coordonnées non 
homogènes, 


la série 
dE née fa XX AS eee 16 
SE es 44 =( =) ) Dae eis | 


est absolument et uniformément convergente dans l’ensemble consi- 
déré. 
. æ,— h? Par . , 5 
Mais ——— tend évidemment vers un quand r augmente indéfini- 
… ee 


ment. Donc la série (6) elle-mème est absolument ct uniformément 
convergente dans cet ensemble, abstraction faite, bien entendu, des 
termes, en nombre limité, qui deviennent infinis. 

Mais, quand r augmente indéfiniment, le point (&,, y,) tend vers A 
(Chap. III, § 8). Done R(E,, n.) tend vers R(1, 0). Ainsi, en faisant, 
au lieu de l’hypothése indiquée d’abord, l'hypothèse plus générale que 
R(E, n) est fini et déterminé en A, la convergence absolue et uniforme 
de (5) dans l’ensemble considéré est assurée. 

Nous poserons done 


te DES 0 rs 1 ie 
(8) O(@.9) =D nn (TA) [een (2) 


R étant une fonction rationnelle finie en A [nous nous sommes ici 


. î O(a 
débarrassés du facteur génant ED D]: 


O(x, y) se comporte, dans tout l'espace, sauf sur la polaire de A, 
comme une fonction rationnelle de x et de y ; c'est une fonction uniforme 
de ces deux variables. 


2, Voyons ce que devient 6 en A. En reprenant le nombre g du 
Chapitre III (§ 12), nous pouvons considérer © comme la somme de 
q séries dans chacune desquelles le nombre m de la substitution géné- 
rale de G, E"P”P?P°, est constant. Chacune de ces séries se déduit de 
celle où m=o en effectuant sur ses variables la substitution Hl 
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suffit donc d'étudier la série correspondant à m =o, c’est-à-dire au 
groupe G, (Chap. III, § 11). 
Changeant de notation, nous écrirons 


PP P"s 


la substitution générale de G,, P’ et P” remplaçant P, et P,, et g rem- 
plaçant 7. Soient (0, ih, 0) les paramètres de P, (0, a’, 8’) et (0, a”, B”) 
ceux de P’ et de P” respectivement. La substitution générale de G, 
s'écrit 


2 


X=2—(pB,+ GBoy +nih + (a+ ot) +9(a'+ aes) 
; 2 2 
—£ 88 pgss"— Lee, 
Y=y+pp'+ qs". 


Faisons d’abord la sommation par rapport à ». Nous obtenons une 


Q2T x 2h 
fonction S,¢ (¢ pra rationnelle par rapport ae“ , et nulle quand 


27x 


h 


e“ est nul ou infini, c’est-à-dire nulle en A si (x, y) reste dans II. 
Faisons maintenant la sommation par rapport à p et à g. Nous avons 
une série qui converge absolument et uniformément pour y fixe et 
æ variable mais de partie réelle constante : on peut en effet se borner 
à faire varier la partie imaginaire de æ de o à th, et alors la conver- 
gence absolue et uniforme résulte de ce que nous savons. Si la partic 
réelle constante de x a été choisie assez grande en valeur absolue pour 
qu'aucun desS,,,ne devienne infini quand la partie réelle de x dépasse 
cette valeur constante, on constate immédiatement, au moven de 
propositions classiques sur les séries de fonctions holomorphes, que 
la convergence absolue et uniforme a lieu même quand la partie réelle 
de x dépasse cette valeur constante. Il en résulte que @(x, y) se 


LES 


comporte comme une fonction rationnelle de e À pour toute valeur 


de cette variable, même o et l'infini. Donc @(a, y) est rationnel par 
27 x 5 


rapport de" , et nul quand cette variable est nulle ou infinie, Par 
rapport à y, © est analytique. 
Les seules singularités de © sont les infinis des termes de la série (8) 


ot 
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et la polaire de A. Cette polaire est une singularité essentielle : en 
effet A en est une; d’après les travaux de M. E. -E. Levi ('), il existe 
alors au moins une multiplicité analytique à deux dimensions, passant 
par A, et dont tous les points sont singuliers essentiels; cette multi- 
plicité ne peut être que la polaire de A; d’ailleurs on peut voir direc- 
tement que © est indéterminée au voisinage de tout point de cette 
polaire. 


3. Nous pouvons donc écrire 


A —1 27 rx \ (eels 2H 7x 
O(x, y) — Swe ) 18 b,e * } 


r= 


le second membre étant la fonction rationnelle la plus générale nulle 
2x 


pour e À —o ou — +. Les a, et les b, sont des fonctions de y dont 
nous allons maintenant nous occuper. 
Nous avons évidemment 


O(27— Buy + a, 7 +6) = O(x, y), 
O(z—B5y+a,y +B") =O(2, “20 


Il en résulte que 


IR ¢ Tr 
—=-(Bry—a') == i piy—2') 
ay ee eet’ a 


a,(y) 


D FA HBV oni 
:, phe: ST DE NY 


9 étant indépendant de 7; on a aussi des relations analogues avec @” 
et B” au lieu de a’ et B’. 

Mais nous pouvons, sans changer 9, multiplier les a, et les b, par 
une mème fonction de y. Comme à, n’est pas identiquement nul, 
profitons-en pour prendre 


REY à 
Alors 
F 5 pia 
ar(y +; RE ay), 
ie) 


(1) E.-E. Levi, 4nnali di Matematica, 3° série, L. XVIT, 1910. 
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et de même pour les b,. De plus, ces fonctions sont méromorphes. Ce 
sont donc des fonctions doublement périodiques de troisième espèce (de 
première sir —0). 

Supposons que À soit positif, ainsi que le coefficient de z dans le 
rapport 8”: 8, et nommons A l'entier (8,8” — B’B,) : 14, qui est alors 
aussi positif. Alors l’excés du nombre des zéros de a, ou de b, sur le” 
nombre de ses poles, dans un parallélogramme de périodes, est égal 
à Ar. | 


Les fonctions automorphes peuvent s’écrire d’une facon analogue, 
27 


mais elles ne sont plus obligatoirement nulles pour e “ =o ou —+. 


4. Soient f,, /:, /; trois fonctions automorphes correspondant à G. 
En tout point de Il, f,, fa, /, se comportent comme des fonctions 


2H + 


rationnelles dee“ etde y. Done /,, /, et f, sont liées par une relation 
algébrique 


(9) E(Jis fa fa) = 0. 


Les équations 
FT fit: 


si, et 2, n'occupent pas une position exceptionnelle, et si le déter- 
minant fonctionnel de /, et de /, n’est pas nul identiquement, n'auront 
qu'un nombre fini de solutions dans IE, Nous pouvons admettre que A 
n'est pas une de ces solutions, et que ces solutions sont distinctes. 
Nous pouvons alors trouver un nombre 2? tel que, pour toutes ces. 


solutions, 
LE + do + VIN << 0; 


et, par conséquent, nous pouvons choisir la fonction /, telle qu'elle 
prenne des valeurs distinctes pour ces différentes solutions. Alors 
à toute solution de (9) en f,, f, f, répond un point de ll, et, en général, 
un seul. 
Soit alors f, une quatrième fonction automorphe de G, absolument 

quelconque. On à 

YO ff) = 0; 

4 fs A) =o, 
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‘Yet y étant des polynomes. Si /,, /, et ,, liés par (9), sont donnés, 
ces équations en /, n'auront qu'une racine commune en général. Done 
J s'exprime rationnellement en [,, fs, fs. 

Si maintenant nous remplaçons /, par une fonction quelconque, 


invariante par G, se comportant dans IT comme une fonction ration- 
2T x 


nelle dee* et de y, on a la même conclusion: done cette fonction est 
une fonction automorphe de G 
Donc, en particulier (si q =1), 


e" u(y), 


où u(y) est une fonction doublement périodique de troisième espèce 
(de première si À = o), telle que 


2m} (Bi y— eA 

u(y +f')=e "4 ’ 
2T) 

1" oo") 

(xy +B" )=eh (Rowse 4 


est une fonction automorphe de G. 

En combinant rationnellement ces dernières fonctions, nous avons 
donc toutes les fonctions automorphes de G. Si g > 1 (Chap. III, § 12), 
on verra facilement comment se modifie cette conclusion. 


5. Nous allons maintenant nous occuper d’un groupe discontinu 
quelconque I, contenant G, et chercher l'allure en A des fonctions 
automorphes du 

Reprenons les variables £, n définies par (2). Une série 8 qua onque 
sera 


= BEE 2 YEFo(r, y,) ll . 
O(n.) =(— =) Srein)(e oe)" pain (42), 


R(E, n) étant une fonction rationnelle bornée dans (4). 

Nous choisirons dans F des substitutions P,, Pj, ..., P;, ... telles 
que toute substitution de T puisse s’écrire P’P, d'une manière et d’une 
seule, P étant la substitution parabolique à plan double de G. Faisant 
alors d’abord l2 sommation par rapport à #, nous obtenons encore une 

2T à 277 


a IT 
fonction ser sé rationnelle ene “ ,et nulle poure ” 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVUL — Avr 1921, 14 


=0 OÙ = 2% 
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Mais, dans la sommation par rapport à /, la convergence n’est plus 
assurée que dans l’hypersphère principale. C’en est assez néanmoins 
pour qu’on puisse affirmer que 


MESSE LA ag) 
O(x, n= (34) s (e 4 y), 
2x 


S étant holomorphe dans l’hypersphère principale par rapport à e * 


2nx : ” 
et y, ainsi que pour e À — o et y quelconque : pour ce dernier système 
de valeurs, 0 = o. 

Nous déduisons de là, comme dans le cas particulier du para- 
graphe 4, que, si le polyèdre fondamental de T n'atteint l'hypersphère 
principale que par des sommets paraboliques ('), trois fonctions auto- 
morphes quelconques de T sont liées par une relation algébrique. 

Toutes ces fonctions automorphes peuvent s'exprimer rationnellement 
au moyen de trois d’entre elles, f,, fr, fs: 


Si l’on se donne les valeurs de f,, fr, fy, liées par la relation alge- 
brique correspondante | 


Pis fa fs) = 0, 


il leur correspond en général un point et un seul al’ triérieur du pr CAE 
fondamental. 


6, Nommons maintenant x, y, u ces trois fonctions S ts duakavs soit 
Fi i PACE PA NET 


la relation algébrique qui les lie, et soient X, Y les variables indépen- 
dantes et XX,-+ YY, =1 l’hypersphère principale. 


Considérons EE 
(11) s/0(x, y) ”) s,=X is “ à z= Y : d(x, y) 
RM) AN OY 1 287 GE 


comme des fonctions de æ et de y. Nous pouvons former un système 


(+) On a vu (Chap. IE, § 3) un autre énoncé de cette hypothèse, 
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complètement intégrable d'équations aux dérivées partielles 


r=apt+hq+cs, 
(12) $=a,p+ b,q + C:5, 
t—=a;p + bq + cs 


dont z,, 3, et z, soient les trois intégrales linéairement indépendantes. 
Comme k 


ai Fa o oO Sy 

ox dy * a(2) 0(2) 

Ose 39 PAR = “9 O(xX Y) 
— — Z |= 5? Ox Sa ee — 
OD de) ” : ig Sale sg) : 
des de; a(2) 0(2) 

Gxt Oye. à, 


Ox oy ee 


c'est-à-dire, comme ce déterminant est constant, il en résulte que ce 
système d’équations aux dérivées partielfes est de la forme 


r= ap +{bq +cs, 
(13) s——ap—aqg +c", 
t= b'p+a'q+c'z. 


Si l’on exécute sur X et Y une transformation du groupe, =,, :,, =; 
subissent une simple transformation linéaire; donc, a, b, ..., ¢” ne 
changent pas. Du reste, a, b, ..., c”, considérés comme fonctions 
de X et de Y, se comportent en un sommet parabolique comme les 
fonctions automorphes : ce sont done des fonctions rationnelles 
de x, y, u('). 

On a ainsi un système dont les intégrales s’expriment en fonc- 
tions automorphes de deux paramétres X, Y au moyen des for- 
“mules (11). 


* 7. Nous allons, maintenant, étudier les irrégularités du sys- 
tème (13). 
Nous ferons la convention préalable suivante : nous ne considérons 


(1) M. Picard a déjà considéré ce système d’équations aux dérivées partielles (Comptes 
rendus, t. 98, 1884, p. 563; Acta mathematica, t. I). 
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comme véritables points singuliers que ceux qui ne peuvent ètre 
rendus réguliers par le remplacement de æ et de y par deux autres 
fonctions automorphes a’, y’ du même groupe, faisant partie d'un 
système de trois fonctions x’, y’, u’ au moyen desquelles toutes les 
fonctions du groupe s’expriment rationnellement. 

Si l’on pose 


= a(x, ¥)’ PERS LAS s,, 
on voit que 
RS LAPS, We 3): 
‘. ah — ah O(a, y) (A=1, 2, ); 
mais TE est une fonction automorphe du groupe, car elle est 


invariante pour toute substitution du groupe, et ses singularités sont 
de la nature voulue, ce qui entraîne qu’elle est fonction rationnelle 
de æ, y, u, ou de 2’, y’, u.. Ainsi, quand on passe des variables x, y 
aux variables 2’, y’, il faut, pour obtenir le système tranformé de (13), 


remplacer z par : 
0/9" 7) 
en 


Nous pouvons profiter de cette convention pour admettre, tout 
d'abord, que æ, y, u sont tels que la relation (10) qui les lie puisse 
être considérée comme l'équation d’une surface algébrique n'ayant 


d’autres singularités qu’une courbe double avec des points triples, ces 


singularités étant les plus générales de leur nature (‘). 

Les points où u, et, par suite, a, b, ...,c”, ne sont pas fonctions 
uniformes de æ et de y, c’est-à-dire les points où le plan tangent à la 
surface précédente est parallèle à l’axe des u, ne doivent pas, d'après 
cette convention, être considérés comme singuliers. rij) 

On peut en dire autant des points de la courbe double, et des points 
où x ou y devient infini. 


nN 


Nous avons à voir quels sont, en dehors des points précédents, 
les points où 3,, 3,, 3, ne sont pas fonctions holomorphes de x et de y. 
a ee eS eee 


(1) Cf. Prcanp et Simant, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indé- 
pendantes, t. 1, p. 82. 
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Ce sont les points où X et Y ne sont pas fonctions holomorphes 


s/0(x, y) 


V a(X, Y) n'est pas fonction holomorphe 


de x et de y, et ceux où 
de X et de Y. | 


Ces deux catégories de points rendent Oz, Jy) 


d(x, Y) 
avons donc a trouver les points pour lesquels cette circonstance se 
produit, même si l’on remplace x, y par d’autres fonctions auto- 
morphes, conformément à notre convention. 

Or, ces points sont exclusivement les points de la surface (10) qui 
correspondent, soit à un sommet parabolique, soit à un point double 
de quelque substitution elliptique du groupe : en tout autre point, en 
effet, on peut trouver deux fonctions 2’, y’ telles que leur déterminant 
fonctionnel ait une valeur arbitraire (‘). 


nul ou infini. Nous 


8. Réciproquement, à tout point double de substitution elliptique 
ou parabolique du groupe correspond un point ou une courbes) singu- 
lière du système (13). 

Démontrons-le d’abord pour les points doubles de substitutions 
elliptiques. 

En un tel point, X et Yne peuvent être fonctions uniformes de æ, y, 
puisque la substitution elliptique transforme, justement, tout point 

_X, Y voisin du point double en un autre point voisin du point double 
et pour lequel x et y ont la même valeur. 


On peut répéter à peu près la même chose pour les sommets para- 
2TX 


boliques, en remplaçant X par e “ . Cette variable n’étant pas, en même 
temps que Y, fonction uniforme de x et de y, la même chose a lieu 
pour X et Y. 

Dans les deux cas, on peut voir directement que 35 329 3, née sont 
pas fonctions uniformes de æ et de y. Si l’on a affaire à un point double 
de substitution elliptique, on peut se ramener au cas où celle-ci est 


(X, Y; Xe’, Yeit); 


(1) G. Giraup, loc. cit., Chap. I, n° 37. 
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alors 3,, 32, 5, sont multipliés respectivement par 


5 3 
e are ie , 


A Eat AP Lee IT OR LA dot: 2 
ii tas À ed dt 
facteurs qui ne sont pas tous égaux à un. 
Si l’on prend maintenant un sommet parabolique, on peut supposer 
que ce soit (1,0,1) et qu’une des substitutions correspondantes 
soit (15) (Chap. 1). Par cette substitution, z,, ,, 3, sont remplacés 


par 


donc, ils ne sont pas uniformes. 


9. Cherchons à préciser la nature des singularités du système (13) 
aux points de vue suivants : sont-ce des points isolés (cela n’est pas 
absurde, au point de vue où nous nous sommes placés, et nous en 
verrons un exemple) ou des courbes algébriques? Et, dans ce dernier 
cas, quel est le genre de celles-ci? Enfin, quelle est l'équation fonda- 
mentale déterminante de cette courbe singulière, qui, nous le verrons, 
est régulière? 

Prenons d’abord un point double de substitution elliptique de I. 
Supposons que, parmi les substitutions elliptiques qui admettent ce 


point double, aucune ne soit à plan double pénétrant dans l'hyper- 


sphere. Soit (X = 0, Y = 0) ce point double. 

Toute fonction automorphe est le quotient de deux fonctions 0, 
régulières à l'origine. Suivant leur poids commun, celles-ci seront ou 
non certainement nulles à l'origine. Il peut donc arriver que l’une 
au moins des fonctions a, y, « soit indéterminée en X = Y = 0: alors 
à ce point correspondent sur (10) une ou plusieurs courbes unicursales : 
ce sont les courbes singulières cherchées. 


Si aucune des fonctions a, y, uw n’est indéterminée, à l'origine. 


correspond un point déterminé de (10). Par ce point passent les 
courbes 


ote, 3 CIE a) ae 


Le à 
DERG el Re aes 


O(N, Y) 


0, 


comme par l'origine ne passe, par hypothèse, aucun plan double de 


x. 
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substitution deT, ces CO UNDER n’auront, dans le voisinage dX=V=0, 
aucun autre point commun à toutes trois; donc, il n’y a pas de plan 
tangent (du moins unique) au point considéré : c’est un point singu- 
tes de la surface (10). Remarquons, toutefois, que ce point ne fait pas 
partie d’une ligne double : ce cas ne se présente donc pas si x, y, u 
sont choisis comme nous l’avons dit. 

Du reste, si (10) n’a d’autre singularité qu’une courbe double avec 
des points triples, il est évident que-(13) ne peut avoir que des lignes 
singuliéres : en effet, en un point de (10), une des trois fonctions 
x, y, u, la dernière, par exemple, est fonction holomorphe des deux 
autres ('); au voisinage de ce point, a, b, ..., c’ sont done des fonc- 
tions uniformes de x et de y; nous savons qu’alors les singularités 
de (13) forment des courbes. 

Partons d'un point (X, Y), voisin de X = Y = 0, et allons par un 
chemin continu de ce point à un autre transformé du premier par une 
de nos substitutions elliptiques : le point (x, y, u) décrit sur (10) un 
circuit fermé, z,, 3,, 2, subissent la transformation linéaire corres- 
pondant a notre substitution elliptique : donc, le circuit décrit par 
(a, y, u) ne peut pas se réduire à zéro sans rencontrer de ligne singu- 
lière ; cette circonstance n’est pas due à la connexion de la surface (10), 
car, si le chemin décrit par (X, Y) tend en tous ses points vers l’ori- 
gine, le circuit décrit par (a, y,u) tend en tous ses points vers 
l’ensemble des points de (10) correspondant à X = Y =o. Or, cet 
ensemble de points se compose, au plus, d'un système de courbes 
unicursales. De plus, on peut faire en sorte que tous les points du 
circuit (x, y, u) tendent vers des points d’une seule de ces courbes 
unicursales; en effet, quand Y: X a une valeur donnée ¢ et que X tend 
vers zéro, le point (æ, y, u) tend vers une position limite dont les 
coordonnées sont des fonctions rationnelles de ¢, peut-être des cons- 
tahtes; on a ainsi un point ou une courbe unicursale de (10); ce n’est 
que si, X tendant vers zero, ¢ varie et tend vers certaines valeurs en 
nombre fini, que l’on a d’autres points limites pour (a, y, w); or, on 
peut bien supposer que les valeurs de ¢ correspondant au chemin 


(‘) En un point-pince, ce n'est plus vrai; mais on peut encore prendre deux paramètres 
_ dont les valeurs, même au point-pince, soient bien déterminées. 


De 
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décrit par (X, Y) restent, par exemple, fixes, et ne comprennent pas 
ces valeurs particulières; alors, les points limites de (x, y, u) appar- 
tiennent a une seule courbe unicursale. Mais un circuit fermé tracé 
sur une courbe unicursale peut se réduire à un point; done, il en est 
de même du circuit décrit par (x, y, u) sur (10). 

Done, 3 X=Y=o0 correspond au moins une courbe singuliére. 
Mais à cette courbe ne correspondent, pour =,, 52, z,, que les puis- 
sances d’une seule substitution linéaire. Par suite, si les substitutions 
elliptiques de point double X = Y =o ne sont pas des puissances 


d’une seule d’entre elles, on pourra encore trouver un circuit fermé 


sur la surface (10), qui ne peut pas se réduire à un point sans tra- 
verser d’autre courbe singulière que la précédente; donc, il existe 
ne ce cas une deuxième daria singulière unicursale correspondant 

à X = Y=o. En continuant ainsi, on voit qu'il y a un nombre de 
hi ae unicursales, correspondant à X = Y — 0, au moins égal au 
nombre minimum des substitutions fondamentales du sous-groupe 
de T formé par les substitutions elliptiques de point double 

’ 


XV = 9. 


Ces lignes singulières sont-elles régulières? Évidemment, car 
33 5», 3, ne peuvent, d’après leurs expressions, avoir de singularités 
essentielles. 


Ramenons à la forme 
(X, Y; Xe, Veïf) 


la substitution elliptique correspondant à l’une de ces courbes singu- 
lières. Par une rotation autour de cette courbe, z,, 32, 3, sont simple- 
ment multipliés par 


tes: ie 28 +! 2B—% FX 
3 3 3 


€ , € » € | ' 


A étant un entier provenant du radical cubique. Done, les racines de 
Péquation fondamentale déterminante relative à cette courbe sont 
respectivement égales à 


a+ à: ._2a—8 à 
6m 3” Parra Ty al ty it» "RATS AE 


A — 


D 


SP i a 


4 
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&, y étant deux nouveaux entiers, et A étant maintenant complètement 
déterminé, au lieu qu’il ne l'était ab a présent qu’a un multiple 
près de 3. 

Si e* £e’, on doit prendre comme intégrales fondamentales cor- 
respondant à r,, r,,r, les fonctions z,, z,, 3, elles-mémes. Sie — eff, 
il peut se faire qu’on doive remplacer 3, par 3, + g5,, g étant une 
constante. 

Montrons qu’on peut faire en sorte que 


f 


3% sgh" (33+ 9 o 32)": =F, (g 0 Si. glace £ ei) 


ne soit pas constant sur la courbe singulière : cela nous ramènera à ce 
cas simple étudié spécialement dans un autre travail (* ). Cette expres- 


.sion se réduit à à 


Xr—"i(Y = 2x Yaris. 
Comme elle est finie et non identiquement nulle sur la ligne singu- 
liére, 
(ra) (fiz) <9. 


En modifiant, au besoin, x et 8 de certains multiples de 27, la même 


expression devient 
B a 


x CV NE à ET 


Il faut montrer que, (x, y, u) tendant vers un point variable de Ja 
ligne singulière, cette quantité tend vers une Je variable. Or, si 


cette expression tendait vers une constante k rr - o, il faudrait que, 


our 
d B 


Y=— gX4+ kX*(1+ €), 


acide termes des fonctions @ qui figurent au numérateur et au 


dénominateur des fonctions æ, y, u vinssent se détruire, de manière 
que les parties principales dépendissent de e. Or, si a et B sont diffé- 


Q) Ce travail n "est pas encore Le On peut consulter : Hony, Acta mathematica, 
t. XI, XIV. 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXVIM, — Avar 1921, f 15 
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rents, les termes qui se détruiraient seraient, par rapport à X et Y, 
de degrés différents; or, on sait qu’on peut toujours modifier les 
coefficients de tels termes de manière à empêcher cette particu- 
larité (*). Si, maintenant, a = 8, la constance de (Y + gX):X mon- 
trerait seulement que g a reçu une valeur erronée. 


10. Considérons, maintenant, les points d’un plan double de substi- 
tution elliptique de F. 

Je dis que le plan double revient sur lui-même par une infinité de 
substitutions du groupe. Nous pouvons nous ramener au cas où le plan 


double est 
iY ==0. 


Ce plan ne peut pénétrer à l’intérieur d’aucun polyèdre fondamental ; 
d’ailleurs, si l’un d’eux atteint le plan double, celui-ci en est une arête 
plane; car, si 


(x, LEE Yer) 


est une substitution elliptique de I telle que toutes les substitutions 
de I qui ont le plan double Y=o en soient des puissances, elle 
permet de déduire d’un polyèdre qui atteint le plan double g —1 
autres polyèdres qui l’atteignent aux mémes points; l’arête est non 
apparente si g = 2. Mais le plan double ne fait pas, dans toute son 
étendue, partie du contour d’un méme polyédre fondamental : car 
autrement, celui-ci atteindrait l’hypersphère principale 


XXo+ YYo=1 . 
suivant une aréte à une dimension 
Ys0 Lt 
ce qui est impossible dans notre hypothèse. Nous pouvons, pour le 
même motif, affirmer que l’arête Y=o appartient à une énfénité 


de polyèdres transformés par T du polyèdre fondamental. Soient 
P,, Pa, ..., Ph, ... ces polyèdres. Amenons-les tous, par une substi- 


RS mme 


(1) G, Gmmaun, Lecons sur les fonctions automorphes, Chap. I, n° 37. 


PR 


SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 115 


tution de F, à coincider avec P, : Y =o viendra chaque fois coincider 
avec une aréte de P,; comme celles-ci sont en nombre fini, on trouvera 
’ ° us . : , 
l’une d’elles une infinité de fois; dès lors, Y =o est transformée en 
elle-même par une infinité de substitutions de F, comme nous l’avions 
annoncé. 
Ces substitutions de V sont alors du type 
(x y.@X+5 Veil 
LS ok td oh + d 

Les substitutions ; 

aX + b\ 

Ne ir 
cX + d 


correspondantes forment un groupe de Poincaré I’, dont le cercle 
principal est 
OXEE 


Soient A,, A,,..., A, les centres du polyédre rayonné P, et d’un 
certain nombre de ses transformés P,, ..., P,,, ..., choisis de telle 
manière qu’en les ramenant sur P,, Y =o prenne toutes les positions 
possibles, et chacune de celles-ci une seule fois. Soient &;, Nx les coor- 
données de A,. Alors, on constate immédiatement que P, et ceux de 
ses transformés que nous considérons, pris ensemble, atteignent Y =o 
ee le polygone fondamental rayonné de I” qui a pour centres &,, 

6,0). 

Comme nos polyèdres n ‘ont pas d’aréte à une dimension sur I’hyper- 
sphère principale, I” est un groupe de la première, de la deuxième, ou 
de la sixième famille de Poincaré (?). 

Comme en outre les sommets paraboliques du polygone fonda- 
mental de I’ sont ibyidensmnent des sommets paraboliques du polyèdre 
fondamental de F, nous pouvons ajouter que, si g n’est pas l’un des 
entiers 2, 3, 4, G, I’ est de la première famille. 

Pour Y = 0, nos fonctions automorphes se réduisent à des fonctions 
de Poincaré de X, correspondant au groupe I”. ,: 

. Soit p le genre del’. Pour Y = 0, +, v, u sont fonctions rationnelles 


(1) Cette propriété justifie l'introduction des centres multiples dans la méthode du 
rayonnement. 
(2) Poincaré, Œuvres, t. II, p. 128. 
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de deux variables liées par une relation algébrique de genre p. Donc 
æ et y, par exemple, sont liées par une relation algébrique de genre p 
au maximum (‘). Le genre sera p exactement si, ce qui est réalisable, 
à un systéme de valeurs de æ et de y ne répond d'ordinaire qu'un point 
_ du polygone fondamental de I’; et alors # sera une fonction rationnelle 
de a et de y. Ainsi la courbe singulière est alors | 


pr, y)=0,  u—=Y{(z, y), 


? étant de genre p, et } étant rationnelle. 


1. Supposons maintenant qu’un certain point, par exemple 
A ¥—= 6, 
soit situé dans le ou les plans doubles d’une ou de plusieurs substitu- 


tions de I’, et soit en même temps point double de substitutions sans 
plan double (pénétrant dans l’hypersphère). 


Alors, à chacun des plans doubles passant par X = Y = 0, corres- 


pond une courbe singulière de (13). Si les substitutions à plan double 
peuvent, par leurs combinaisons, engendrer toutes les autres substi- 
tutions de point double X = Y = 0, nous ne savons pas à l’avance s’il 
existe d’autres lignes singulières, qui seraient alors unicursales, 
correspondant au point X = Y=o. Mais, dans le cas contraire, le 
raisonnement du paragraphe 9 prouve qu’il existe au moins autant 
d’autres lignes singuliéres, unicursales, qu’il faut ajouter de substitu- 
tions supplémentaires pour obtenir toutes les autres. 

Par exemple, si toutes les substitutions de point double X = Y=o 
sont des puissances de | 


(x, pie yee ver): 


où p, g, r sont trois entiers, p et r étant premiers entre eux et g et r 
différents, l'une au moins de ces substitutions est à plan double; c'est 
celle qu’on obtient en répétant la substitution fondamentale un nombre 
de fois égal au plus petit des entiers g et r. Mais on est certain qu'à 


(27 Cf. Picanv, Traité d’Analyse, t. I, p. 498. 


EEE 


PE mst Ne ct 


ho nt 
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X = Y= o correspond une > courbe singulière unicursale de (13), bien 
que X = Y — o soit déjà dans le se double de la substitution 
indiquée, plan auquel correspond déjà une courbe singulière de (13). 


12. Il nous reste à considérer les sommets paraboliques. Supposons 
de nouveau que l’hypersphère principale soit 


X = X,+ YY,.= oO, 


et que le sommet parabolique A soit le point X=-0, Y fini quel- 
conque. 
Alors, en ce point, 2, y, w se comportent comme des fonctions 


27 X 
rationnelles de e À =T et de Y, A étant une certaine constante 
positive. 
Il faut étudier l'ensemble des re ‘de (10) qui correspond 
à T= 0, Y quelconque. k 
En utilisant les fonctions @, nous pouvons écrire 


eo 


>, a,(Y)T’ 


r=0 


2, bp(¥)T” 


r=0 


2 


développement valable dans toute l'hypersphère. On verra, comme au 

ao(Y) 
boCY) 
périodes déterminées. Mais même dans le cas où la surface (10) n’a 
d’autre singularité qu’une seule courbe double avec des points triples, 
ces singularités étant les plus générales de leur nature, nous ne savons 
pas à l’avance si cette fonction et les fonctions analogues relatives à y 
et à w ne se réduisent pas à la fois à des constantes. Dans le cas où 
cette circonstance ne se produit pas, la courbe peut être ramenée au 


type 3 | 
(14) o(r,Y)=0, u=b(2, 7), 


paragraphe 4 de ce Chapitre, que est une fonction elliptique de 


où la relation 9 = o est au maximum de genre un, et où | est ration- 
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nelle. On connait des exemples effectifs de groupes de l'espèce qui nous 
occupe, comportant des sommets paraboliques, et dont le système (15) 
currespondant n’a que des lignes singulières unicursales : le genre 
peut done n’étre pas un. Ces exemples proviennent de la considération 
des fonctions hypergéométriques de deux variables. : leur étude a été 
faite par M. Picard (‘), et, à un autre point de vue, par M. Appell (?). 

Mais ce n’est pas tout. Parmi les substitutions de point double A 
peuvent figurer des substitutions elliptiques à plan double, et des 
substitutions paraboliques à deux points doubles. Soit 


(15) [X, Y;X—B,Y¥+a, e %0(Y + 8)] (ei) | ’ 
une telle substitution. Considérons le plan 


y= — 8 


1 — e— 3/9 


qui revient sur lui-méme par cette substitution. Si la substitution est 
elliptique, c’est son plan double; à ce plan correspond une ligne 
singulière de (13), d'un type déjà étudié. Si la substitution est para- 
bolique, ainsi que toutes les autres substitutions de point double A 
qui changent ce plan en lui-méme, je dis qu’on ne peut, sans donner 
à la surface (10) une des singularités exclues, admettre que 2, y, u 
sont à la fois bien déterminés pour 

(16) ; T=0, y= — 

En effet, si (T, Y) est un système de valeurs voisin de celui-ci, notre 
substitution parabolique le change en un système encore voisin 
de (16). Si à (16) correspondait un point unique de (10), nous pour- 
rions done tracer sur (10) une courbe fermée dont tous les points 
seraient aussi voisins que l’on voudrait de ce point unique, et à 


(1) Prcarp, Sur une extension aux fonctions de deux variables du problème de Riemann 
relatif aux fonctions hypergéométriques ( Annales del’ Ecole Normale, 2° série, 1. X, 1881. 
p. 305); Sur les fonctions hy perfuchsiennes provenant des séries hy pergéométriques de deur 
variables (Annales de l’École Normale, 3° série, t. II, 1885, p. 357). 


(2) APrEcc, Sur les fonctions hypergéométriques de deux variables (Journal de Mathé- 
matiques, 3° série, L. VIII, 1882, p. 173. 


SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 119 


laquelle correspondrait pour z,, 3,, 2, une substitution linéaire déduite 
de (15). Done ce circuit ne peut se réduire à un point sans traverser 
une courbe singulière, autre que (14) si celle-ci existe; car, si (14) 
existe, une rotation autour de cette courbe en restant dans le voisinage 
d’un de ses points revient à augmenter l’argument de T d’un multiple 
de 27, Y restant fixe, c’est-à-dire à faire subir à (X, Y) la substi- 
tution | 


(17) (Xo VS Mth) VN 


qui n’est pas la substitution (15). Done une courbe singulière autre 
que (14) passe par le point unique correspondant à (16); mais ceci 
donne une contradiction, puisqu’au voisinage de (16), dans le domaine 
principal, il n’y a de point double d’aucune autre substitution. Done, 
en (16), l’une des fonctions +, y, uw au moins est indéterminée. On 
obtient ainsi une courbe singulière unicursale. 

ax, Y, u peuvent être indéterminés encore pour d’autres valeurs de Y, 
T étant nul; on a encore des courbes singulières unicursales, aux- 
quelles correspondent, pour ,, 32, 33, de simples multiplications par 
une même racine cubique de l'unité. 

Supposons maintenant que F ne compte aucune substitution para- 
bolique à deux points doubles ou elliptique de point double A; ou que 
ces substitutions ne suffisent pas a engendrer, par leurs combinaisons, 
toutes les autres substitutions de point double A. Alors la courbe (14) 
existe; on le voit en imitant les raisonnements déjà faits. 

Si, de plus, les substitutions elliptiques et paraboliques à deux 
points doubles ne suffisent pas à engendrer au moins une des substi- 
tutions P” P’, où P” est la substitution (17), m étant un entier arbitraire, 
et où P’ est une substitution parabolique donnée de F ayant A pour 
point double unique, la courbe (14) est de genre un. Si, en effet, elle 
était unicursale, à la substitution P’ on pourrait faire correspondre une 
courbe fermée qui pourrait se réduire à un point sans traverser d’autre 
courbe singulière que (14) et les autres courbes singulières déjà 
étudiées, ce qui est absurde par hypothèse. Donc (14) est de genre un; 
le circuit fermé correspondant à P’ peut se réduire à l’une des deux 
lignes fermées suivant lesquelles il faut couper (14) pour la rendre 
simplement connexe. 
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Quelles substitutions éprouvent 3,, 3:, 5; quand a, y, u tourne 


autour d'une des courbes singulières que nous venons de rencontrer, . 


: 


en restant dans le voisinage d’un point de celles-ci? 
Pour la courbe (14), on a la substitution 


(18) [ 51. 22 255 031, © (2: + mihs,), w 53], 


w étant une racine cubique de l’unité. Pour la courbe correspondant 
à (16), on a la substitution 


(19) [sis S25 235 © 3, W(@31+ 52 — Bo33), wer30(6z, + 33)]; 


si l’on fait une transformation convenable, celle-ci peut se ramener au 
type 


(20) [ 21, 3g, 33} 08, (as:+ 33), we-*0 3, ]. 


Il nous reste à voir si ces lignes singulières sont du type simple, où 
les coefficients a, b, ..., c” sont les quotients de fonctions régulières 
par le carré de g(x, y). 

Nous examinerons en même temps si =,, %,, 3, ne sont pas les inté- 
grales dont les développements sont prévus par la théorie de ces 
systemes d’équations aux dérivées partielles. 

Prenons d’abord la substitution (18). Si la ligne est régulière, et 
que z,, 3,, 3, Soient ces intégrales, on a 


a=[p(2, 7) ]*Z1(2, y), 2:—=Aslogp(x,y)+[o(x, y)IPZ (x, y), 


(ar) 
53=[9(2, y)]"Z;(2, y), 


A étant une constante, et Z,, Z,, Z, des fonctions régulières, non iden- 
tiquement nulles pour 9(2, y) =o; les exposants «, B, y ont des 
différences mutuelles entières; ce sont des fractions à termes entiers 
de dénominateur 3. . 


Si 8 <a, nous avons à considérer 


~osBey 27-4326 = XY-a yeah, 


cette quantité, qui est finie et non identiquement nulle pour 9 =o, 
doit, n’être pas constante. Or, sur cette courbe, Y est variable, et X 


un. Soie. ete. 


bte cu 
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infini : donc & =, et l'expression se réduit à Y*-*, qui n’est pas 
constant; la ligne est de la forme indiquée: 
Si 8 = a, il faut considérer 


Y—a 35 (Y—a) 27 
er: A 4—%Ÿe mA 


Û 


6 mh 
car A = —. Cette expression étant finie. et non identiquement nulle 


sur la courbe, « = y; elle se réduit alors à v- qui est variable; la ligne 
est encore de la forme indiquée. 
Si 8 >a, il faut considérer 


Ht que Yor, 


Toujours pour le même motif, « = y; l’expression est encore variable, 
et la ligne est de la forme voulue. 

Passons a la forme (20). La ligne singuliére correspond à me =0, 
X infini; elle est obtenue en posant 


27 B,X 27 BX 27 BmX 
N= oa) (a ave Var yee ere h 


Disses Fos Dr Stall des nombres positifs croissants &,, a, ..., Cm 


_27rX 


des constantes, et «,, le paramètre variable; si e “* tend vers zéro, 


(x, y, u) tend vers un point variable de la courbe singulière. 

31, 3», 3, sont de la forme (21), mais cette fois « — 8 est entier, 
tandis que « —- y et 8 — y ne le sont pas; donc en particulier « £ . 

Ceci suffit à faire écarter l’hypothèse B < x : car alors X’*Y*-? 
tendrait toujours vers zéro ou vers l'infini dans les conditions indi- 
quées. 

Donc 82 «. Mais alors ce qui précède ne suffit pas à indiquer si x, 
y, u peuvent être choisis de manière que la ligne soit de la forme 
simple considérée. 

Enfin, si (x, y, u) est indéterminé pour X infini et pour une autre 
valeur de Y que celles qui a té, à une substitution (15), nous 
ne sommes pas assurés non plus qu’on puisse trouver des fonctions 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — AvRiz 1921. ue 16 
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automorphes (x, y, u) telles que cette singularité disparaisse ou soit 
ramenée à notre forme simple. 


DEUXIÈME PARTIE. 


FONCTIONS HYPER *BÉLIENNES. 


CHAPITRE V. 


CLASSIFICATION. APPLICATION DE LA MÉTHODE DU RAYONNEMENT 
À CERTAINS GROUPES SPÉCIAUX. 


~ 4. Si dans un groupe hyperabélien F, qui comprend des substitu- 
tions gauches, on met à part les substitutions droites, celles-ci forment 
un groupe I”, sous-groupe invariant d'ordre 2 de F. A cause de cela, 
nous porterons surtout notre attention sur les groupes de substitutions 
droites. 


2, La classification des substitutions droites, 


(1) v= web _a@y+ 0" 
Mal si SL eee a 


où 4, b,c, d, a’, b', c', d' sont réels et où 
ad— be==a'd'— b'c'=1, 


est immédiate. Nous les désignerons sous les noms de substitutions 
(HH), (HE), (HP), (HI); ete., selon que les substitutions linéaires 


subies par x et par y respectivement sont toutes deux hyperboliques, 


ou lune hyperbolique et l’autre elliptique ou parabolique ou iden- 
tique, etc. Il n'y a pas lieu de distinguer, par exemple, (HE) de (EH), 
car on peut trañsformer par des substitutions gauches : il est done 
indifférent, pour la classification, que ce soit x ou y qui subisse la 
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transformation hyperbolique ; la même observation s'applique aux 
autres cas désignés par deux lettres distinctes. 
Nous aurons plus loin à établir une sous-distinction dans le 


type (HH). 


3. On peut faire provenir les groupes hyperabéliens des transfor- 
mations semblables d’une forme quadratique quaternaire telle que 


(2) Li Tr + Lo T3; 


‘il suffit de poser 


3 Le SR te 
(3) AL à x Ms RUE 
pour faire correspondre à certaines substitutions de la forme (2) des 
substitutions hyperabéliennes droites ou gauches ('). 
Nous emploierons souvent i variables homogènes æ,, x,, æ,, x, 
liées par la relation 


(4) BL, + Lily 0. 


Pour ce qui concerne les points à l'infini, nous les définirons comme 
des systèmes de quatre nombres x,, æ,, æ,, æ,, définis à un facteur 
près, liés par la relation (4), et dont le premier est nul. 

Le domaine principal sera 


E(T— 6) <0, AN né À 7 =O 


Nous nommerons souvent les multiplicités 


æ—COonslt., ou y=const., 


> 
o 


des génératrices : ce sont, en effet, des génératrices rectilignes d’une 
isdviqis dont l’équation serait (4). La génératrice est walle, si la 
valeur constante de x ou de y est réelle; ces génératrices contiennent 


aussi des points imaginaires. 
I Se ee a AE let ee Li Pin es Il ii 


(1) Cf., par exemple, mon Ouvrage : Lecons sur les fonctions automorphes. 


9 
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va 


Les multiplicités cycliques ont pour équations 


(5) a( [yd aads + Taka + dll + | 1086+ LeoËs + L3,952+ Zso8t |) 
ne J (BV o+ 19 Ly + Lz X39 + La,0 T3) 
+ X (ko + S108 + ces et beats =O 
ou bien, si 


: = Ë = = Ny 
(6) arf (a —E) (atp— by) —n) (Yo— 10) 


+ (x — &) (To —EË) (y — 10) (%o—1)] 
+ y(%— Lo) (¥—Yo) (E — So) (1 — M9) = 93 


cette surface peut étre considérée comme le lieu des points tels que 


( (w7—£) (xy — & ) + (#@ —&) (tp — &) + (x — 2) (E—&) chd — 0, 


(7) | (y —n)(o— No) +(¥ — 00) (Jon) + (Y — Yo) (n — Ny) Ch 9 = 0, 


quand ¢ et varient de façon que 
a(chôchd +1) + 27 —o. 


Les équations (7) représentent deux cercles situés dans les plans des 
variables complexes æ et y : ce sont ceux qui s'introduisent dans la 
théorie des groupes de Poincaré. 

On peut aussi changer chô ou > en — ché ou — cha’; mais 


alors (7) n’est plus, pour ¢ et ©’ réels, située dans le domaine prin- 
cipal. 


4. Ceci fait suffisamment connaitre la forme de ces multiplicités 
quand & et n sont imaginaires. 


Supposons que (&, 4) tende vers un point imaginaire de la multi- 
plicité 
E—&=0, 


et qu'en même temps es À tende vers une limite zy’. Alors la mul- 


liplicité tend vers la multiplicité limite 


(8) wally —t) (yeti) + (y +2 (#2) (y — 1%) =o, 
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en supposant que la limite de (&, n} soit (o, 7). On peut considérer 
cette multiplicité comme engendrée par la multiplicité à deux dimen- 
sions 
(9) 


\ LLy+ th( x — Xp) = 0, 
L(y —t) (yo + (y +5) (oi) + 2ë(y — 7) ch d— 0, 


quand À et ©’ varient de manière que 
Achd'+ y —=0o. 


Ceci suffit à nous montrer la forme de la surface (8) : elle contient 
toute la génératrice réelle x =o qui passe par le centre (0, 1). Cette 
génératrice, comme toutes les génératrices réelles, est entièrement 
située sur la surface 

(2 — 2%) (¥ — Yo) — 0: 


A l'exception de cette génératrice, (8) est entièrement située dans le 
domaine 
(2— 2) (¥ — V0) 05 


si À est positif et &’ réel, (9) est dans le domaine principal. 
Si maintenant le centre (&, n) tend vers un point réel, par exemple 


(0, o), de manière que 
YCE — &) (n — Mo) 


a 


tende vers une limite y’, la surface tend vers 
(10) 22207 Jo + "(—2)(¥ — a) = 
lieu de la multiplicité à deux dimensions 

ado + AT — ZX) =, 


sn) YYo + tpl y — Yo) — 0. 


où A et w varient de facon que 

apy’; 
si À et sont positifs, (11) est dans le domaine principal, (10) n’atteint 
la frontiére de celui-ci que le long des deux génératrices réelles «= 0, 
y = 0, qui passent par le centre. 
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5. Nousallons maintenant chercher les polyédres fondamentaux des 
groupes formés des puissances d’une seule substitution. Nous cherche- 
rons surtout à mettre en évidence les points exceptionnels de ces 
groupes, c’est-à-dire ceux qui n’appartiennent ni au polyèdre fonda- 
mental ni à ses transformés, ou qui appartiennent à une infinité 
d’entre eux. 

On peut remarquer que ces points exceptionnels appartiennent 
nécessairement à la multiplicité 


(Z— Lo) (¥ — F0) = 0. 


Nous nous bornerons aux substitutions droites, et nous négligerons 
les types (EE) et (EL), qui ne donnent que des groupes finis. 


6. Type (HH). — Comme on peut transformer la substitution fon- 
damentale par une substitution arbitraire, nous la mettrons sous la 
forme 


ee 
(an, =) [ad =a'd'=1;(a—d)(a’'—d')40| 


ou, en coordonnées homogènes, sous la forme 
(rats lo es Wy Peale Gael ls Lye als 


avec 


ei ae. Pa ad. Eo Gd, rae. 


Comme on peut échanger + et y, ou changer x ou y en leurs inverses, 
nous pouvons admettre que 


[ad|z|d'|>1 
ou, par suite, que 
Lal ariicici rit ira) 
les égalités [r,[=7+ et |r,|=1 n'ayant lieu que si |d|=|d']; alors 
ery 1. 


Le polyèdre fondamental est l’ensemble des points pour lesquels le 
minimum de certaines expressions 


(12) |riæË + ra Labs + ry Labs + ri T'eb |? 
+ | ri Lioës + re Lao 83 + 15 Hy gba ri Ti bi i>, 


——EEE 
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où (&,, &, Ë,, Ë,) reçoit un nombre fini de systèmes de valeurs, a lieu 
pour n=o. Les points exceptionnels sont ceux pour lesquels ces 
expressions n’ont pas de minimum, ou bien atteignent celui-ci une 
infinité de fois. 

Or, six,x,=£ 0, ces fonctions de n tendent vers + 2 quand n tend 
vers +  : donc elles ont un minimum. a 

Supposons maintenant que |r, | 41: nous avons la même conclusion 
Siæ, = 0, 2,2, 0 (æ, est alors nul); siæ, = æ, = 0, x, 2 0, comme 
æ, est encore nul, nous avons un point exceptionnel, qui est l’un des 
quatre points doubles de la substitution. Si æ, = x, — o, nous avons 
une génératrice, dont tous les points sont exceptionnels, et n’appar- 
‘tiennent à aucun polyèdre. En partant de l’hypothèse x, = o, on trouve 
de même la génératrice de points exceptionnels &æ,=æx,= 0. Il n'ya 
pas d’autres points exceptionnels que ceux de ces deux génératrices, 
qui contiennent les quatre points doubles et n appartiennent à aucun 
polyèdre. 

Si maintenant r, = r, = +1, les conclusions sont différentes. 
Six, = 0, æ, ou æ, est nul'aussi; soit, par exemple, 2,40, £,=03 
alors, quand 2 tend vers + « , l’expression (12) tend vers 2|a,§, |?; 
et, sir, 0, elle tend vers + o quand n tend vers — o. Les points 
exceptionnels de cette catégorie sont ceux pour lesquels |’expres- 
sion (12) ne peut tomber au-dessous de 2|2,&;|?; or, pour x, = 0, 
ax, 0, (12) devient 


are" Lyk, ob, oF TENE ( Lp L294 Lio Ta) (E1Ës,0 + 1,083) + 222 L2,063hs,0- 
Les points exceptionnels sont ceux pour lesquels 
art" vy abr 0 + M402 (LeL2,0 + Lio La) (E1630 + E1063) 2 0 


quel que soit n entier; si7,7, > 0, ce sont donc évidemment les points 
pour lesquels 
(LiLs,0 + Lyo%2) (ÉËs0 + £1,063) 293 


on le voit en faisant tendre » vers — +. Ainsi les points exceptionnels 
dépendent ici des positions des centres. 


9 
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Si v,=0, @, L o, on trouve de même les points tels que 
(L349 + Ls,o T4) (162,0 + E1052) 20, 


pourvu que 7,7, > 0. 

Six, = 0, on a des conclusions analogues. 

Si r;r, < 0, on n’a de points exceptionnels autres que les quatre 
poirits doubles que si £; Eo + & 1,062 où &, 5,5 + £4,065 est nul; l’une des 
expressions Ee et Enobsr Es bo + $3,065 est alors nulle aussi; si les 
deux premières sont nulles à la fois, il en est de même des deux autres. 

Dans ce cas où r,r, = +1, deux des quatre points doubles appar- 
tiennent à tous les polyèdres; les autres points exceptionnels n’appar- 
tiennent à aucun. Nous dirons que ces substitutions appartiennent au 
type (HH) special. 


7. Type (HE). — Nous pouvons mettre la substitution fondamentale 
sous la forme 


( ,æcosg— sing aly 
AA EEE : 
’2sing+coso’ d 


(a'd'=1, a'—d'HAo, ¢ non multiple de 2), 
ou 

Lai, da, ds, 2,3 r(æ,C0S0 + 2, 8iNg), r(—æisiny + æ,cosy), 

r'(æscosp— x,sino), r'(æssino + x,coso)] 
(r = a r= a'). 

La fonction à considérer pour le polyèdre fondamental est 
(13) |r a, (Essinno + E,cosn®) + r''x,(Escosno — E,sin no) 

+r’ x,(—&sinng + &cosng) + rx, (Ecosno + &sinng) |? 

+ |r" 2, 9(&sinne + &,cosng) +r” ax,(E,cosng — &sinng) 

+r" 23.o(—2,sinng + &cosne) + r'æ,,(Ecosno + &sinng) |?. 
On peut supposer que 
Jr[ >a. 


Cherchons les points (æ,,æ,,æ,,æ,) tels que 


(14) | v3 (E,sinng — E,cosng) — 2,(E,cosng + &sinng) |? 
+ | #3,9(E:sinng —£,cosng) — 249(E,cosng + E,sin ng) |? 


puisse prendre, l’entier x variant, des valeurs aussi petites que l’on 


_ 


a 
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veut. Nous pouvons, dans cette fonction, remplacer ng par no + 2mm, 
m étant entier, de façon que 


oSngo+amn<ar. 


Soient e; des nombres positifs tendant vers zéro quand ¢ augmente 
indéfiniment. Soient n;, m; des entiers tels que (14) soit plus petit 
que €; pour n =n; et pour m tel que , 


. OL n;® + 2mT<IT. 


Quand z augmente indéfiniment, les angles n;9 + 2m;7% ont au moins 


un angle limité 0 
0<6£<27t; 


si l’on remplace ng par 0 dans (14), le nombre obtenu est la limite 
des ¢,, c’est-à-dire zéro. Donc 


(Zs &:—a, &)sind—(z2, &+2, §,) cos? = 0, 
(23,961 = Lyob2) sin 0 — (Ls,0 82 + L4.961) COS fo. 


Par conséquent, 


(36+ AN (23,01 — © 9b2) (x3 &:— 2, be) (23,962+ Lio) =0, 


ou ; 
(232s,0— 2sjo%s) (EF + Ef} =. 


Si d’abord 
AT ON y= = 


les deux équations en 9 se réduisent à une seule 


Labo + Byes = at be Ty. 


tane 0 — = = 4 
‘: TLyl1— 2b, Reet ae, 


comme 9 doit étre réel, 
La Ty — oO, 


et alors 9 est indéterminé : (14) est identiquement nul. Si maintenant 


L3L4.9— L3.9 TL: — 0) 


æ,:æ, est réel; mais (x,Ë,+æ,Ë,):(2,Ë,—x,Ë,) doit être aussi 
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réel; et comme &, : €, est imaginaire, on a encore 
T3 — Ty 0. 


Done, les seuls points trouvés sont ceux de la génératrice ci-dessus: 

Donc (13) tend vers + + avec n, sauf pour les points de cette géné- 
ratrice ; (13) tend encore vers + quand » tend vers — 2, sauf pour 
les points de la génératrice | 


Ti Le — 0. 


Pour les points de la première génératrice, (13) tend vers zéro quand 
n tend vers +o, sans d’ailleurs atteindre sa limite; on a un résultat 
analogue pour la deuxième génératrice. | 

Donc, les points exceptionnels sont ceux de ces deux génératrices 
réelles, comprenant les quatre points doubles; ils sont en dehors de 
tous les polyèdres. 


8. Type (HP). — La substitution fondamentale peut s’écrire 
(ærie+s, +) (a d’'=1, a’ td’) 
ou 
Lt Bg, ds, Ly; 7L,, F(X, + Ly), 1X3, r'(— 23+ 2,)] (ra; r= a'); 


on peut supposer 
ABS 


Nous avons à considérer la fonction 


frs (—nk+é)+ras Est rz, (nip +s) + mai Eyl! 
= | r'" 249(— nist Es) + r'" £3,083 + ds (NE + Es) + ray ob) Pp; 
Elle tend vers + 20 quand n tend vers + +, sauf si 
. T3—= Li, =O 
ou Sl 


Li = Le = O; 


Tels sont les points exceptionnels ; ils sont en dehors de tous les 
polyèdres. 


ey guar: 
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9. Type (HI). -- La substitution fondamentale est 


a’ 
(crie, +) (ATEN, ad) 
ou 
(24, La, L3, Ly, VX, VX, T3; Ti). 
Le calcul est pareil à celui du type (HH) en faisant r,=r,=r, ou à 


celui du type (HE) en faisant 9 =o. Les résultats sont aussi les 
mêmes. Les points exceptionnels 


EN — La 0, LiL, 0 


sont les points doubles; ils sont extérieurs à tous les polyèdres. 


10. Type (PE). — La substitution fondamentale est 


me æ COS — sing ‘a ) 
i i ae a |- 
5 Zsing + cose ART E 


sa puissance nz, en coordonnées homogènes, est 
(4%, La, da, 2,3 2X, COSN + x, sinno, — 2; sinng -+ x, cosng, 
— NX, COSNO —NIX, SiNNG+ T3 COS — x, Sinng, 
—nx, sinng + na, COSNO + La sinng + 2, Cosno). 


On reconnait immédiatement qu’il n’y a pas d'autres points excep- 
tionnels que ceux de la génératrice 


Dy =e == O 


qui contient les deux points doubles. Reste à voir si ceux-ci sont 
exceptionnels. Nous avons à considérer la fonction 


(19) (xy é+a &)cosng+(%y a &)sinng |? 
+ | (23,062 + 24,061) COS 29 + (23,961 — Li,0Ë2) sin 7 © 2, 


Remplaçons #9 par 0, et cherchons quand elle est indépendante 
de 9. Il faut et il suffit pour cela que 


| asf, a yb, ‘ a | @3,082 ae L401 pee | Lse1— Ti Es [Ri | 3,081 mas i082 [P= = 
(rs b+ 2, £1)(1's,081,0 — Ls,0Ë2,0) + (£3,082,0 + Zs,081,0) (2s E:—a, &,) 


+ (aber + Byo81) (2a E1o-- Ls. Foo) + (Ts Eso + da Ey0)( 29.081 — 08e) 0, 
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ou que 


(Taa,0 — 2, Lio) (£1Ë1,0 == A7) — (3% o+ Ls0%s ) (6182,9+ MODE 


(Lely qt Ls 9%, )(E1Ë1,0 — abso) + (ZsT3,0— Li Xo) (E1Ëa,0 + 1,082) = 0. 


Or, 
(21810 — É2Ë2,0)° + (162,0 — 1,082)? = (67+ 5) (Ëï,o + 23,0): 


Si ce déterminant est nul, c’est donc que §&, = +1£,, et, alors, les 
deux équations précédentes sont des identités : donc, si le centre est 
unique et a même projection sur le plan des 2 que l’un des points 
doubles, tous les points de x, = x, — 0 sont exceptionnels et sont 
sur tous les polyèdres. 

Si, maintenant, ce déterminant n’est plus nul, ces deux équations 


donnent 
La l 3,9 — Lili, — O, La T,0 7 39% — 0; 


comme æ, = Z, = 0, &, et æ, ne sont pas nuls ensemble; donc, le 
déterminant de ces deux équations linéaires en a, et x, est nul : 


Le + Lio = 0 ou Passe D3. 


Cela signifie qu’on est en l’un des deux points doubles : donc, ces 
deux points doubles sont exceptionnels et appartiennent à tous les 
polyèdres. | 

Qu’arrive-t-il quand la fonction (15) n’est pas indépendante de 0, 
c'est-à-dire quand E?+ & et x? + a? sont différents de zéro? Il faut 
distinguer deux cas, selon que 9 : + est rationnel ou non. 

Si 9:7 est rationnel, (15) ne prend, quand z varie, qu'un nombre 
limité de valeurs : donc, elle a un minimum, attcint une infinité de 
fois; tous les points de la génératrice æ, = x, = o sont exceptionnels 
et appartiennent à une infinité de polyèdres. 

Si 9:7 est irrationnel, remplacons ng par la variable continue 0. 
La fonction atteint son minimum et son maximum pour 


tang26 =— Ld 0) 
“ (LsTs,0 — 44,0) (Er E10 — É2 Eve) — (l'a Le,0 + 3,9 Ls) (Er 2,0 + Ét,0 62) 


Si a, et a, sont tels que le minimum soit atteint pour 9=no + kr, 
n et k étant entiers, il y a un minimum, atteint une fois et une seule 


nn EEEEEE———eEeEEEE——EEEeEeE—EEE:,-" 


ee a 
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quand n varie : pour chaque valeur de x nous trouvons ainsi une 
circonférence, passant par les points doubles, et dont les points autres 
que les points doubles et qui correspondent à un minimum (non à un 


maximum) ne sont pas exceptionnels. La région où l’on a un minimum 
est celle où 


=") (2'323,9— Ly Lio) Citi Es £2,0) 
— (LaLi,o + Laos )(Erbaot+ fre )]cosang 
HT . (%3ae9— Ze. Trio) Eres ot Esk ) 


+ (Tatio + Tao Ts ) (ErE1,0— be Ës,0)] siNn22,9 < 0; 


c’est la portion de la première circonférence intérieure à un certain 
cercle; les points d’intersection sont les points doubles. Ces portions 
de circonférences forment un ensemble partout dense sur la généra- 
trice æ, = .r, =o. Les points qui ne sont sur aucune d'elles sont tous 
exceptionnels et n’appartiennent à aucun polyèdre : car, n variant, la 
fonction (15) reste toujours supérieure à sa plus petite limite. Dans ce 
dernier cas, le polyèdre fondamental a une infinité de faces. 


11. Type (PP). — La substitution fondamentale est 


(Cr ysæ+i,y+e) (e241), 


En effet, on sait qu’en transformant la substitution linéaire parabo- 
lique à une seule variable 


ax + bd 
(a: +=) (ad — bo ='1) 


par une autre substitution linéaire 


CES) ep 


ye+o 
on peut ramener la première à un seul des deux types 
(x: w+e) (EE 


(On trouvera des calculs analogues dans ma Thèse, Chap. I, §§ VII à XI.) 
Ici cela nous donne donc 


GUE YS Vibes Yt Nn). 
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qu'on ramène au type indiqué en le remplaçant, au besoin, par son 
inverse. En coordonnées homogènes, sa puissance 7 est 


(Ly, d'os Ly, Ley Ly, NXy~+ Dr — ENT + Ls, ENT + ER Ta — NT + PTE 


\ 


On a donc à considérer les minima de 


(16) Ja, (en2&, + enky—nigt+&,) + uy (—enû +6) 
+ 73 ( NEyt Es) + ry à ? 

+ | r19(en?t, + ent,— nbs + Es) + Zso(—EnË+ és) 
+ 3,0 ( ni, + Ex) + 24.0%: |*- 


On trouve immédiatement que le seul point exceptionnel est 
Pca Pe ie O, her a 


c’est le point double; il appartient à tous les polyèdres. 

Le polyédre fondamental atteint la frontiére du domaine principal 
en des points aussi voisins que l’on veut du point double. Car, si 
l’on considère l’une des génératrices qui passent par le point double, 
par exemple . 

: Vj, S49} 
on trouve pour points du polyédre fondamental ceux qui satisfont a la 
condition 


LsaTs,0Ë1Ë1,0 > | 23 Lao (E1 Ës,0 + Er ets) + (rade + Laos) E1b1,0 |. 


Or, si 2; =1, on peut choisir la partie réelle de x, de manière que le 
second membre soit nul : alors la condition est satisfaite; ensuite, 
on peut prendre la partie imaginaire de x, aussi grande que l’on 
veut, ce qui donne des points aussi voisins que l’on veut du point 
double. 

Observons, ensuite, que les points assez voisins de ces derniers 
font, en général, partie du polyédre fondamental, de sorte que la 
frontière du domaine principal est coupée par ce polyédre, au voisi- 
nage du point double, selon une multiplicité à ¢ro’s dimensions. En 


effet, soient 
i Ae. T,=— Ary, Ty T4 


les coordonnées d'un de ces points où À est un nombre complexe aussi 


‘ét ét ten 
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petit en valeur absolue que l'on veut. Quand À est différent de zéro, 
deux cas peuvent se présenter selon son argument : 


1° La dérivée de la fonction (16) de la variable continue n peut 
n'avoir qu'une racine; alors, pour 7 entier, le minimum est atteint 
pour la même valeur de n que quand À = 0, c’est-à-dire n = 0; 

2° Cette dérivée peut avoir trois racines: deux d’entre elles tendent 
vers Pinfini quand A tend vers zéro, et si 


ik == pelt p> 0, 
on vérifie que leurs parties principales sont 


— 3e coso + Vo cos?9 — 8 
81 


Dès lors, sauf peut-être pour des valeurs particulières de ¢, la fonc- 
lion (16) prend, pour ces deux dernières racines, des valeurs qui 
augmentent indéfiniment quand w tend vers zéro; le minimum cor- 
respond donc à la troisième racine. Si » est entier, le minimum est 
donc encore atteint pour n = o. 


12. Type (PI). — La substitution fondamentale est 
(ann Pe Viet); 
sa puissance 7 en coordonnées homogènes est 
CE hon Le Sy tL ye Mas lit ls Ue el). 


Les points exceptionnels sont les points doubles x, = x, = 0, ils font 
partie de tous les polyèdres. Si x, =1, et si x, = est réel, et si 
dy = À, æ,= — Ax, on vérifie que la partie imaginaire de À ne figure 
pas dans les inégalités qui définissent le polyèdre fondamental. Done, 
la frontière du domaine principal est atteinte, au voisinage des points 
doubles, selon une multiplicité à trois dimensions. 


13. En résumé, si x ou y subit une transformation hyperbolique, 
les points exceptionnels sont un système de deux génératrices réelles, 
comprenant les points doubles, et situé en dehors de tous les 
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polyèdres ; il n’y a exception que pour le type (HH) spécial, qui est, 
de tous ces types, le seul où les multiplicateurs de la substitution 
linéaire subie par x,, æ,, r,, 2, ne sont pas tous différents de un en 
valeur absolue. 

Les substitutions des types (PP) et (PI) n’ont pas d’autres points 
exceptionnels que les points doubles, qui appartiennent à tous les 
polyèdres. Le polyèdre fondamental coupe la frontière du domaine 
principal, au voisinage des points doubles, selon une région à trois 
dimensions. 

Enfin, les substitutions ie types (HH) spécial et (PE) donnent lieu 
à des circonstances plus compliquées. 


CHAPITRE VI. 


SOMMETS ET ARETES PARABOLIQUES. 


{. Tuéonime. — Sz tous les points- frontières du domaine principal 
sont singuliers pour une certaine fonction O( x, 2] théta-hyperabélienne, 
de groupe \’, aucun polyédre fondamental de TV n’a de face sur la fron- 
tiére du domaine principal. 


La démonstration ressemble beaucoup à celle du théorème corres- 
pondant du Chapitre III. 

On va voir que, si un polyèdre fondamental a une face sur cette 
frontière, toute fonction © peut se prolonger analytiquement à travers 
cette face. 

Nous ramenons, pour la formation a fonctions ©, le domaine 
principal à distance finie. Nous supposons donc que celui-ci est défini 
par les inégalités 

Ly <1, Vo = Ts 


æ et y subissant séparément des substitutions linéaires, avec, au 
besoin, permutation de ces variables, si l’on considère des substitu- 
tions gauches. 


ss tes mme 
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Supposons que le polyèdre fondamental ait une face sur la portion 
de multiplicité 
(TZLo—1) (Yo 1) = 0 


qui limite le domaine principal. Soit B un point de cette face, pour 
lequel on peut admettre que 


, ryt, VYo LA 

Soit 

| k 
O(x =ER(an. 7, eee | k> 
Cr, y) = 2R(. Ya) | Es (A2) 

une fonction © du groupe. Il nous suffit encore de démontrer que les 
(Tu, Yn) 
d(x, y) 
trer dans une hypersphère de centre B et.de rayon € assez petit. 

Pour cela, nous considérons la fonction F définie, pour chaque 
couple de points (x, y; £, n), par l'égalité 


(zx, = 1) (1 — Ee) Ht (¥¥o— 1) (1 — 0), 
[2&7 nil 


infinis de R(x,, y,) et de ne peuvent, quel que soit n, péné- 


¥ = le plus grand des nombres 


F est évidemment invariant par le groupe: Considérons la multi- 
plicité V . 


où « est positif, et où €=y=0: si « est suffisamment petit, les 
infinis de R(x, y) sont tous extérieurs à V, c’est-a- dire situés dans la 
région 
F>2; 

B est, au contraire, intérieur à V. Il suffit done, comme au Cha- 
pitre III, de démontrer que la plus courte distance de B aux trans- 
formés V, de V par le groupe reste, quel que soit n, supérieure à un 
nombre fixe €. 

On commence, encore comme au Chapitre III, par remarquer que 
les transformés de £ = n =o n’ont pas B pour point d’accumulation : 
il n’y a pas à revenir sur ce point de la démonstration. Soit S une 
hypersphère de centre B ayant à son extérieur £ = 7 = 0 et tous ses 
transformés. 

Considérons maintenant la fonction F des parties réelles et imagi- 

Ann. Ee. Norm, (3), XXX VIII, — Mar 1921, a 18 


s 
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naires de x, y, &, n, où (&, n) varie sans aller à l’intérieur de S ni à 
l'extérieur du domaine principal. Je dis que, si (x, y) est situé dans 
une hypersphère S' de centre B et de rayon assez petit, F est continu. 
En effet, F n’est discontinu que si x, — 1 ou yn-- 1 s’annule, Mais 
on peut supposer que dans tout S’ 


V0 < 1: 

~ Alors yy) — 1 ne s’annule pour aucun point (&, n) du domaine prin- 
cipal. D'autre part, si B est, par exemple, le point z=1, y = 0, on 
voit æË,— 1 ne s’annuler que pour des points (&, n) intérieurs à S dès 
que æ est assez voisin de 1. Done S’ existe. 

Done, F est continu pour (Ë, n) non intérieur à S ni extérieur au 
domaine principal et (x, y) intérieur aS’ : ce domaine de variation C 
étant fermé, la continuité est uniforme. Or, quand (x, y) est en B, 
F = o quels que soient & et n. Donc, si la multiplicité 
(1) r= a 
pénètre dans C, la continuité uniforme entraine que, sur cette multi- 
plicité et dans C, la distance de (a, y) à B reste supérieure à un mini- 
mum €, indépendant de (£, n). Comme e est plus petit que le rayon 
deS’,eest inférieur à la distance de B aux points de la multiplicité (1) 
qui ne sont pas dans C. 

Mais les V, font partie des multiplicités (1) : done ¢ est le nombre 


dont nous voulions prouver l'existence. 
Pa Yn) $ 


Une démonstration toute pareille s’applique aux infinis de ITS 


qui sont les transformés de la multiplicité à l'infini. 
Notre théorème est démontré. 


2. Tuéontme. — Si le polyédre fondamental rayonné alteint la fron- 
tire du domaine principal une aréte à une ou à deux dimensions 
commune à une infinité de transformés du polyédre fondamental, cetle 
aréte est entièrement située sur une méme génératrice réelle. 

En effet, supposons qu'il existe sur une telle aréte deux points B et C 
non situés sur une même génératrice réelle. 

Les polyèdres dont une face passe par B ont tous un de leurs centres 
situé sur une multiplicité passant par B et n'ayant pas d'autre point 
commun avec la frontière du domaine principal que ceux de la 
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génératrice réelle (si B est vere aap) ou des deux génératrices 
réelles (si B est réel) qui passent par B (Chap. V, § 4). Le point C 
introduit une multiplicité analogue. Ces deux multiplicités n’ont, par 
hypothèse, aucun point d'intersection sur la frontière du domaine 
principal ('). Or sur cette intersection se trouvent une infinité de 
centres de polyedres : on a donc une contradiction, même si le 
polyèdre fondamental a plusieurs centres (en nombre fini). 

Donc, B et C sont sur une même génératrice. Si l’arête a des points 
imaginaires, elle est donc tout entière sur une même génératrice 
réelle. Si elle n’a que des points réels, il en est de même, car les 
secondes génératrices qui passent respectivement par B et par C n’ont 
aucun point commun. 


3. COROLLAIRE. — Si quelque fonction O(x, y) correspondant à un 
groupe T admet la frontière du domaine principal comme coupure, et 
si le polyédre fondamental rayonné P de TV n'a qu'un nombre fini de 
faces, P ne peut atleindre la frontière du domaine principal que par des 
sonunets ou par des arêtes entièrement situées sur une même génératrice 
réelle. 

Car, P n'ayant pas de face sur cette frontière, chacune de ces arêtes 
est commune à une infinété de transformés de P. 


4. Dans l'hypothèse du paragraphe précédent, tout sommet ou toute 
aréte de P situé sur la frontière du domaine principal est changé en 
lui-même par une infinité de transformations de IT formant un 
groupe G. 

Cela ne veut pas dire que les arêtes soient chargées en elles-mêmes 
point par point. 

Si l’on fait correspondre à chacun des éléments du cycle dont fait 
partie ce sommet ou cette arête un polyèdre Py fb a 1508) ados 02) 
transformé en P par la Substitution qui amène cet élément du cycle i 
coincider avec ce sommet ou avec cette aréte, le polyèdre fondamental 
rayonné de G qui a pour centres ceux des P; a mêmes faces passant 
par ce sommet ou par cette aréte que l’ensemble des P,. La démonstra- 
tion est la même qu’au Chapitre III, paragraphe 5. 


(1) Ceci est inexact si B et C sont récls; dans ce cas. on ajoute un 
troisième point. 


+3; 
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Cas où l atteint le domaine réel. 


5. Si P atteint le domaine réel par une aréte À, celle-ci est à une 
dimension, puisque æ ou y seul y est variable, et reste réelle. Je dis 
que, sur cette arête, il y a un sommet réel.” 

En effet, A est transformée en elle-mème par quelque substitution 
de G. Si ce n’est pas point par point, la proposition est évidente, la 
partie réelle de la génératrice qui porte l’arête ne faisant pas tout 
entière partie de P. 

Si A est transformée en elle-même point par point, ce ne peut être 
que par une substitution du type (PI) (Chap. V, § 13); et toutes les 
substitutions de ce type qui changent A en elle-même sont des puis- 
sances de l’une d’entre elles. Mais alors A est changée en elle-même 
par d’autres substitutions, sinon P atteindrait le domaine réel par une 
arête à deux dimensions. 

Donc il y a toujours un sommet réel. 


6. Placons-nous done dans le cas où P a un sommet réel A, appar- 
tenant ou non à une arête réelle. G sera le sous-groupe des substitutions 
droites de F qui ont A pour point double. 

Les substitutions de G appartiennent toutes aux types (PP), (PI) ct 
(HH) spécial (Chap. V, § 13). 


7. Nous supposerons d'abord qu'il n'y ait pas de substitution du 
type (HH) spécial. Alors, si A est le point 


f= 2. Yor, 


les substitutions de G sont toutes de la forme 


(ry; athoy +h), 


où À et & sont deux nombres réels. 

(x ne se réduit pas aux puissances d'une de ces substitutions, 
sinon P atteindrait la frontière du domaine principal par des régions 
à trois dimensions. 

D'autre part, pour toutes ces substitutions autres que la substitution 


bb 
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identique, 2? + k? reste supérieur à un certain minimum, sinon G ne 
serait pas discontinu. 

D'autre part, h? + #? alteint son minimum pour quelque substitu- 
tion de G; car, pour les substitutions de G de paramètres (A, #) et 
(4", #), les différences h — h’ et £— # ne tombent pas à la fois au- 
dessous d’une certaine limite : et, si le minimum n’était pas atteint, 
il serait possible de trouver deux substitutions de G pour lesquelles 
ces différences, sans être nulles ensemble, scraient à la fois aussi 
petites que l’on voudrait. 

. Soit (A’, #’) la substitution pour laquelle 4? + Æ°? est minimum; soit 
(h’, k”) la substitution qui n’est pas une puissance de (A’, #) et pour 
laquelle A? + #? atteint le minimum correspondant aux substitutions 
qui ne sont pas des puissances de (A’, k’). : 

Alors (mh' + nh’, mk + nk’) est une substitution de G, quels que 
soient les entiers m et n; je dis que c’en est la substitution générale. 
En effet la forme quadratique en m et n 


m*(h'? + k2) + amn(h'h" + kk") + n2(h" + k") 


est réduite. Si (L”, &”) appartenait à G et n’était pas de la forme indi- 
quée, on pourrait, en résolvant les équations 


mh'+nh"—h", 
mk' + nk" = k", 


et en remplaçant les valeurs de m ct de n par les entiers les plus 
voisins, en déduire l’existence dans G d’une substitution où A et & 


ae hee ha 
seraient inféricurs ou égaux en valeur absolue à AA 


[AY] + | A"| 
2 


et à 
; donc A? + A? serait inférieur à 


or. [Arh" | + [AKT BR 
4 2 4 


Mais 
(| Ah? 2 ATA |) (AEE AI) (AOE KP) — (JRA AA DS; 


done | | 
JANE || ARE SAE A, 
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Si c’est l'inégalité qui a lieu, 
R+ P< RH KE 
pour notre substitution : ce qui donne une contradiction avec les 
définitions de (A, k) et de (4, &’), Si c’est l'égalité qui a lieu, 


AE LEE TEEN E ae 
lA'k'|=]4"# |; 


h' 
x 
par suite, (A, &”) n’étant pas une puissance de (4, 4’), cette substi- 
tution ou son inverse se réduit à (A’, — #4’). La troisième substitution 


= |! | 
doit se réduire à (+ labo |S, sel ei D); elle coincide donc 


avec une des précédentes ou avec son inverse, ce qui est encore une 
contradiction. Donc toute substitution du groupe G est de la forme 


donc 
| ke 


=: 


(x, yj; 0+ mh! + nh", y + nk + nk’). 


"8. Formons le polvèdre fondamental rayonné P de G. Nous avons à 
étudier les minima de 
Le (mA! + nh") (mk! + nk" E+ (mk + nk") 2,— (mh' + nh"), + ,] 
+ w[—( mh! + né + Ey] + [mt + nh')E + Ey] + 2 & |? 
+ | vp o[(meh! + nh") (mk! + nk") E+ (mk + nk"), — (mh! + nh")e,+ £,] 
+ aol (mk + nk") e + 85] + wa,ol(mh' + nh")24+ 2) + roll. 


En quels points ce polyédre atteint-il la génératrice réelle 


mesixn iol 
Nous avons à considérer 


(17) | wg [(ueh' + nh" VE, + Eel rit sol + ah" ye, + Ex] + 2024 he 


Si A’; h" est irrationnel, je dis que cette génératrice est atteinte, au 
voisinage de A, par des arétes & une seule dimension. En effet, le 
polynome du second degré par rapport à la variable réelle A 


| 3(Ad,+ 2.) + eye aa Fey (AE eS EE if 
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atteint son minimum pour 


Les Lab (T30Ë2,0 + La t.0) + +» - 
CANIN 


les termes non écrits du numérateur se déduisant du terme écrit en 
. permutant les variables x et les variables £ avec leurs conjuguées de 
toutes les manières possibles. Si x, : 2, est tel que À soit de la forme 
mh'+ nh", nous avons un point d'un des polyèdres transformés 
de P. En particulier, pour m =n = o, nous trouvons le cercle 


(Ë1 Eso a E1962) 23 23.9+ Ër Er o(X3Lyq+ Xs 9L,)= 0. 


Si À n’est pas de cette forme, le point n’appartient à aucun polyèdre, 
la fonction (17) restant supérieure à sa plus petite limite. Nous avons 
_bien des arêtes à une dimension. ' 

Or je dis que c’est impossible. Cette aréte devrait en effet étre trans- 
formée en elle-méme par quelque substitution de I’. Celle-ci devrait 
transformer en elle-méme la génératrice 2,=x,=0 entière. Elle 
serait donc d’un des types (HH), spécial ou non, (HE), (HP), (HI), 
(PE), (PP), (PI). Or les types (HH) non spécial, (HE), (HP), (HT) 
doivent être écartés, parce que les points doubles seraient en dehors 
de tous les polyèdres, et A est un de ces nas doubles pour la substi- 
tution ou pour son carré. Le type (PP) n’a qu'un point double et ne 
peut convenir. Restent les types (PE), (Pl), (HH) spécial. Or-la 
substitution du type (HH) spécial devrait avoir A pour point double : 
elle n’existe donc pas par hypothese. Quant a celle du type (PE), une 
de ces puissances serait du type (PI). 

Il suffit donc de montrer que le type (PL) est impossible aussi. Or, 
s’il y avait une substitution S de ce type, elle serait de la forme 


(2,°¥32,y¥ +1) 
_ou de la forme 
CAS æ+1,7Y), 


. Car À en serait point double. Mais la première de ces formes ne 
convient pas, car, par-les puissances de S, tous les points de la géné- 
ratrice seraient conservés : la génératrice serait atteinte par une région 
à deux dimensions, ce qui n’est pas. La deuxième ne convient pas non 


10% 
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plus, car notre cercle devrait avoir un seul point réel A; or il en a un 
autre. | 
Donc il n’y a pas d’aréte à une dimension aboutissant à A. 
Donc A’: A” est rationnel (peut être infini). De même #’ : kh” est 
rationnel. 
Soit 
RS 
ee 
p et g étant des entiers premiers entre eux. Soient x et $ des entiers 
tels que 
ap+Bq=1; 


on peut remplacer S’=(h', #) et S’°= (h", kh") par S°S'FelS1S"?: ce 
qui revient à prendre h”=o0. 

On trouve immédiatement que les génératrices réelles passant par A, 
Li = Li = 0, = x, = 0, sont atteintes l’une et l’autre par des régions 
à deux dimensions au voisinage de À, n'ayant pas d'autre point réel 
voisin de À que À lui-même. | 


9. Supposons maintenant que G comprenne une substitution S du. 


(HH) spécial. 


Si A est encore le point 


cette substitution est de la forme 
(2, y;re2+b,ry+b')  (rr=1,r>1) 


et, par une transformation hyperabélienne conservant A, on peut la 
ramener à la forme 
3 (TS iret y), 


_ Or G ne se réduit pas aux puissances de cette substitution. Car on 
trouve que siz = y = g, g étant réel, la fonction de la variable continue 
positive ¢ 


ge 


2 
p= alé, + 2= gt gt, | , 
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déduite de celle qui donne le polyèdre rayonné en y remplaçant 7” 
par ¢, a une dérivée dont une racine positive tend (dans certains cas) 
vers une limite finie quand g augmente indéfiniment, les deux autres, 
si elles existent, tendent l'une vers zéro, l’autre vers l'infini : ces der- 
nières sont alors de l’ordre de g ou de 1: g, et ne fournissent pas le 
minimum. Le polyèdre féiatéental atteint donc la frontière du 
domaine principal en des points voisins de A et non situés sur les 
génératrices réelles qui passent par A, ce qui est absurde. Si aucune 
racine positive ne tend vers une limite finie, et si ; 


(Eres HE 61 062) (Ë 1 Ë3,0 + E1063 }é 0; 


on Ghtient la même conclusion que ci-dessus en prenant 2 = — y =g. 
Si 

Eee + E1052 = Ë1Ë5,0 + É1,0Ë3 = 0, 
la même fonction a une seule racine positive, dont la limite est finie : 
on est conduit à la même absurdité. Si enfin, par exemple, 


Ebay + Ér,0Ë2— 0: Evbso+ 1,083 0, 
1 
le minimum est donné par une racine de l’ordre de g’, ce qui donne 
toujours la même absurdité : æ et y tendent encore tous deux vers 


l'infini pour le minimum, quoique avec des ordres différents. 
Je dis maintenant que G renferme des substitutions du type (PP) ou 


du type (PI). Soit en effet 

(S') (x, y; ax +b, aly + b') (aa = 1) 

une substitution non puissance de S. Alors 6 ou b’ n’est pas nul; car 
si b = b'=0, G ne serait pas discontinu, ou bien les substitutions S 
et S’ seraient des puissances d’une même troisième; or r ne peut pas 
s'approcher de 1 autant qu'on le veut : on peut donc bien admettre 


que 5 ou b' n’est pas nul. Or 
SS'S7" S'-1=[zxr, y; z+a'b(r'—1), y + ab'(r —1)] 
qui est du type (PP) ou (PI). | 
Je dis encore que G ne renferine pas de substitution du type (PI). 
Car si, en changeant la Mie 
TA À 
Ann. fe. Norm., (3), XXXVI, — Mar 1991. 19 
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fait partie de G, 
S-"S8'/S*= (x, y; x thr", y) 


en fait partie aussi : or sin tend vers — >, c'est une substitution infi- 
nitésimale, ce qui est absurde. 

Done G.comprend des substitutions du type (PP). Je dis qu'elles ne : 
sont pas toutes des puissances d’une seule d’entre elles. Car, si la 
contradictoire a lieu, soil 


S'=(z, y: 0+h', y +h) 
_cette dernière. Comme 
S-1S'S = (x, y: e+ hr, y+ Kr’) 
est du type (PP), il existe un entier x tel que 
MPF Sah", Kins ek 
ou que 


faa =a 


done & = 1, et S est la substitution identique, contre l'hypothèse. 

Le même raisonnement qu'au paragraphe 7 prouve alors que toutes 
les substitutions de G du type (PP) sont des produits de puissances de 
deux d’entre elles, S’ et. 

S'= (7, y; eth" y +h"). 

Je dis enfin que toute substitution de G du type (HH) spécial est le 
produit d'une puissance d’une substitution fixe S par des puissances 
de S’ et de S’. En effet, soit 

S°= (27, y; ax + b,.a' x + b') 


une telle substitution, Choisissons des entiers m et n tels que 


Ja"r™—il<e; 
ona 


SSnS'PS"— (x, y3 re ata + b+ phi ght, rina y + BI + pk! + gk"). 


ee 
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On peut choisir les entiers p et g de façon que 


! " 
le aeph agate CELL 


2 


i) (4 
DENT ENT AE LALA LAS 


2 


Ceci nous prouve que, € tendant vers zéro, les coefficients de 


S nt S''n S'r S'4 


ont au moins un système de valeurs d’accumulation. On en déduit 
= À . . . . 
l'existence dans cet ensemble de substitutions de deux substitutions 
identiques, ce qui prouve en particulier que 


pa a” = 


pour des entiers m et n non tous deux nuls; par suite, les quantités 
telles que logr, loga sont totites des multiples de l’une d’entre elles, 
par exemple de logr. 

Alors il existe un entier m tel que S”S~” soit du type (PP); done 


8S” = 8§”"8'7§"2, 
CoQ. FD. 
Nous avons ainsi la forme générale S“S’?S” des substitutions de G. 
O 
Comme S-'S’S et S~'S’S font partie de G, il existe des entiers «, 8, y, 4 


tels que 
h'r =ah'+ Gh", 
ki r'= ok! oe 6 a, 
R'r—=yh" + ch", 


Fey RO": 

- : as Fra , 
retr’ sont donc les racines de léquation en « 
(x —s)(0—s) -- Sy — 0 
par sulle, 

ad — Sy = 1; 
de plus, r ety’ étant réels et positifs, 


ED a, 


. . Nn 
10. Réciproquement, donnons-nous quatre entiers 2, 65, % 2 tels 
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que 
ad—By=1,- a+Ù > 2. 


Soient r et r’ les racines de l’équation en s correspondante. Choisissons 
à volonté des nombres k', k’, k", k’, tels que 
h" RL PRIT, 

M AH pero 

pepo P 


Er nes à 
Les substitutions 
Se (ayy rar d'à 
SJ =(2,y; c+ h', ¥ +k), 
S'— (x, yreth,y +k’) 


sigendren] un groupe G dont la substitution générale est de la 
forme S"S/"S’?, En effet, comme ñ 


S'S— SS'aS'b, S'S = SS'18"8, 


on peut toujours, dans un produit de S, S’, S”, amener toutes les sub- 
stitutions S au premier rang à gauche; alors il reste un produit de S’ 
et de S”, qui sont permutables. 

En transformant le groupe précédent par une substitution quel- 
conque de point double A, ona le groupe G le plus général correspon- 
- dant à ce point. Le seul effet de Ja transformation.est de remplacer S 

par 
(x, y; ra+ 6, r'y + b'), 


b et b’ étant des constantes absolument quelconques. 


11. Cherchons de quelle manière le polyèdre rayonné de G atteint 
les génératrices réelles passant par A. 
Nous avons à étudier les minima de 


[ai lCrA + ph") (nk! + ph") + (nk' + pk") r=, — (nh! + ph')rnE, + El] 
+ a&y[—(nk' + pk!) Ey + ri! Es] + ay[(nh' + ph')E + rey] + CAT 
+ [ty o[(ah'+ ph") (nk + pk) + (ak + pk")rm=, — (nh + ph")r'mE, +54] 
+ Xa o[— (nk! + ph") Ey + r'mE]+ x, o[CrA"+ Ph" Ey + rE] + do |? 


ee 
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Prenons, par exemple, la génératrice 
Li—= Li= 0. 
La fonction précédente devient | 
[cal + ph")E,+ ET + a EP + [as o[ (nh! + ph" Ey + ME] + Lob? 
ou 


2T3 La of (nh' + ph")Ey+ rt, | 
+ (2324, 0 + 239 T4) PL( nh’ + ph')E,+r&s] tae (nh! + ph')Ë. mers ah, | 


SET y Ty ghiks 0 


Divisons par æ,æ,,, ce qui est permis si 2,0, c’est-à-dire si nous 
ne sommes pas au point A; ou, ce qui revient au même, faisons 7,=1. 
Nous constatons que les termes qui contiennent m, n, p ne changent 
pas si l’on remplace x, par sa partie réelle : donc le minimum de la 
fonction précédente, supposé existant, est atteint pour les mêmes 
valeurs de m, x, p que le minimum de celle qui s’en déduit en rem- 
plaçant +, par sa partie réelle. Or notre fonction devient alors | 


2|(nh'+ph')E+ rt + a, Elf. 


Or cette fonction est toujours positive, car €, : Ë, est imaginaire. D'autre 
- part, elle peut devenir aussi petite en valeur absolue que l’on veut, 
car, A”: A’ étant irrationnel, il existe des entiers n et p tels que 


(nh'+ ph'+ x,)Ë 


soit aussi petit en valeur absolue que l’on veut; et l’on peut choisir m 
de façon que Me soit aussi petit en valeur absolue que l’on veut. Donc 
cette fonction n’a pas de minimum. 

Donc les génératrices réelles passant par A ne sont atteintes 
qu'en A. 


12. Nous avons remarqué (n°5) que toute arête réelle devait con- 
tenir un sommet réel. Mais nous venons de voir (n° 8 et i) que par 
aucun sommet réel ne passent d’arêtes réelles. 

Donc il n’existe jamais d’arétes réelles. 
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Cas où P atteint la partie imaginaire de la frontière 
du domaine principal. 


13. Il est impossible que le polyédre fondamental atteigne la surface 
 (e= me) (yy) =0 


par une aréte à une dimension, aucun point voisin de cette aréte sur le 
polyédre n’étant sur la surface, et les arêtes du méme cycle jouissant de la 
méme propriété. 

Si une telle aréte existait, elle serait transformée en elle-méme par 
des substitutions de’, qui transformeraient aussi en elle-méme toute 
‘ la génératrice réelle contenant l’arête. 

Supposons que la génératrice réelle qui coritient l’arète soit 


. 


Li L,-—- 0. 
Alors l’équation de l’arète est évidemment du type 
ALsTa,0 + O( LyX, 9+ Lao Ts) +CL,L,,=0, 


a, b,c étant trois constantes réelles. Cette équation est satisfaite par 
deux points réels, car si b?— ac n’était pas positif, il n’y aurait pas 
d’arête. 


Soit G le groupe des substitutions qui transforment l’arête en elle- 
même. Parmi les substitutions de G, les unes échangent les deux 
points réels de l’aréte, les autres les ont comme points doubles. Ces 


dernières forment un sous-groupe G, invariant d'ordre deux du 
groupe G. 


Amenons, par une {transformation hyperabélienne, l’aréte à être 
L'3L3,0 + La — 0. 
Les transformations de G, sont du type 
Lars de, Lay 5 Pa le, (Ae, + a), '(— Day xy) ] (nity 
ou, en coordonnées non homogènes, 


(a, Vi rx, y — 1). 
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G, étant discontinu, ces substitutions, qui sont permutables, sont des 
produits de puissances de deux d’entre elles au maximum, comme on 
le voit en imitant des raisonnements déjà faits. 

Nous avons à voir quelles conditions sont nécessaires pour que le 
polyèdre fondamental d’un tel groupe atteigne æ,—x,—o de la 
manière indiquée. Nous avons à étudier les minima de 


4 | peat at CR? an rare" yey (? a | rim ni BE jks + pm p" Bi oki |? 
ou de 


rem ole Es Mad 0 + (ado + Lao Te ) (Erle + £1,982) + aro me Es Ts List 


(r,r') et (9, 9’) étant les multiplicateurs des deux substitutions fon- - 
damentales; s’il n’y en a qu'une, il suffit de faire, par exemple, 


p=—p +1. 
Nous distinguons deux cas : 


1° Si logp: logr est irrationnel, les seuls points de la génératrice 
qui appartiennent à un transformé du polyèdre fondamental sont tels 


que 
CALAN) Ey E10 


> == plem pene: 
T3 L3,0 626,0 


Pour le polyèdre fondamental même, et sur notre arête, nous ne trou- 
vons que le point 


ce cas est donc à écarter. 


2° Si loge: logr est rationnel, 7”” est une puissance arbitraire p 
d’un nombre R convenable. On est donc ramené aux minima de 


2RPPE bs 9 L3La.y + (L3Hs,9 + 25,9 Le) (Erbso + Erob2) + 2 R°P Eby pry ro 


Or le minimum est atteint pour une région & deux dimensions 
de x, = x, =0, savoir 


AIRE TC IT En be oP d,0 < Ra beg Xs Tao + R? Ë1Ë1,0 24 T0 
Fibs Ls Lag + bibs 025 Ti,0 < R? babs 003 Ts,0 + REE, yp Tye 4,0. 
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Donc notre aréte, ou quelque autre du même cycle, appartiendrait 


à une arête à deux dimensions située sur la frontière du domaing ; 


principal, ce qui est contre l'hypothèse. 
. Donc il n’existe pas de telles arêtes à une dimension. 


14. Il est impossible que le polyédre fondamental atteigne la surface 
(1 —2%)(y¥—-Yo)=0 


pou sommet imaginaire, aucun point voisin du sommet sur le polyédre 
n'étant sur la surface, et les sommets du même 2 jouissant de la même 


propriété. 


Nous pouvons admettre, si ce sommet À existe, qu'il ait Bete coor- 
données 


A est point double d’une infinité de substitutions de I, de la forme 


(= he de er à À sry +h) (r>0), 
— x Sing + COS 
formant un groupe G. 
Pour toutes les substitutions de G,r—1; car, si r-£1, la substitu- 
tion est de l’un des types (HE) ou (HI), et le polyèdre dass ne 
peut atteindre A. Il reste donc les substitutions 


x COS + sin \ : 
x oS . 
( a TT Er A) 


Si A et h’ sont les valeurs du paramètre À dans deux de ces substi- 
tutions S et S’, A + A’ sera la valeur correspondant à SS’. Donc les A 
sont tous multiples de l’un d’entre eux, sans quoi G ne serait pas dis- 
continu. 

En faisant une transformation convenable, nous pouvons admettre 
que À—1 pour une transformation de G, et que A soit entier pour 
toutes les autres. 


Plusieurs substitutions de G peuvent-elles correspondre à la même 


valeur de h? Soient S et S’ deux telles substitutions. Pour SS’-', h=o0; 
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SS”! est donc du type (EI), 


ine re æ 'COSo + sing 
ee (a, 7 ener sne 
— æ sing + cose 

Or G ne peut contenir qu'un nombre fini de telles substitutions, 
à cause de la discontinuité. Soit g ce nombre (g21). Pour chaque 
valeur entière deh, il y aura g substitutions de G. 

S étant une substitution fixe de G, telle que 4 =1, et S’ une substi- 
tution fixe de G du type (EI) convenablement choisie, on aura 


S'E— 1 
et la substitution la plus générale de G sera 


SSL RE 00). ly — 1, OF Ty or Ko, 1, ay 2, g 2). 


Distinguons maintenant deux cas, selon que, dans S, &:r est 
rationnel ou non. 

Si 9:7 est rationnel, on trouve immédiatement que le minimum de 
l'expression qui donne le polyèdre fondamental est atteint pour une 
région à deux dimensions de la génératrice x,=2#,=0, qui contient A; 
A, ou un autre sommet du même cycle, appartient donc à une arête 
à deux dimensions située sur une génératrice réelle. Mais ceci est con- 
traire à l’hypothèse. Le cas de 9 ‘7 rationnel ne convient donc pas. 

Sig: x est irrationnel, comme # n’a qu'un nombre fini de valeurs, il 
suffit de considérer les substitutions S?. Alors (Chap. V, n° 10), sui- 
vant la position du ou des centres, A ou un des sommets du méme 
cycle appartient à une aréte à deux dimensions située sur une généra- 
trice réelle; ou au moins A ou un des sommets du même cycle appar- 
tient à une arête à une dimension située sur une génératrice réelle. 
Mais, dans les deux cas, l'hypothèse est contredite. Done $:7 ne peut 
non plus être irrationnel. 

Donc il n’y a pas de sommet tel que A. 


15. Supposons donc que le polyédre fondamental atteigne la sur face 
(TZ — %6)(Y — Yo) = 0 


par une aréte à deux dimensions. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIL — Mar 1921. wrt 420 
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Cette aréte à deux dimensions est entièrement située sur une géné- 
ratrice réelle, que l’on peut supposer être 


Li = Lo — oO. 


Elle est transformée en elle-méme par une infinité de substitutions deT 
telles que 


ax + b 
| (1) (273 Pears} ry+h), 


formant un groupe G. 

Mais cette arête ne comprend qu’une partie de la génératrice, et en 
particulier un nombre fini (peut-être nul) de points réels. Cette arête 
est donc l’intérieur d’un polygone, situé sur la génératrice, et dont les 
côtés sont des arcs de cercles orthogonaux à l’axe réel; l’axe réel n’est 
atteint (s’il l’est) que par des sommets. 

Quand l’arête est transformée en elle-méme, ce polygone est trans- 
formé en lui-méme; mais ce polygone ne peut, par une substitution 


C ax + à) 
*cx +d 
être amené à coincider avec lui-même que d’un nombre fini de 
manières, peut-être mème une seule : cela est évident s’il a au moins 
un sommet imaginaire; et s’il n’a que des sommets réels, il en a au 
moins quatre, de sorte que la proposition est encoré vraie. 

Donc il existe un entier g tel que la puissance g de toute substitu- 


tion de G ait tous les points de x, = æ,=— 0 comme point double, et 
par suite soit du type (PI) 


(z,y;:æ, y +h), 


car le type (HI) ne permettrait pas au polyèdre d'atteindre cette géné- 
ratrice. hati 

Les substitutions de G du type (PI) forment un groupe G,; G, est 
un sous-groupe invariant d’ordre g du groupe G. G, est formé des 
puissances d’une seule substitution. 


16. La génératrice x,= x, — 0 est transformée en elle-même par 


a eee 


ere 


net cl né med nd Dé ect D 0. 
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une infinite de substitutions de [ formant un groupe G, contenant G, 
et par suite G,. Toutes les substitutions de G, sont de la forme (1). 

Je dis que, pour toutes ces substitutions, r = 1. En effet, soit T une 
transformation de G, pour laquelle r £ 1. Formons T "s T”, où 7 est 
un entier quelconque et où 


tx, y; Ly +h) 
est la substitution fondamentale de G,. Nous trouvons 
T—"*ST"= (x, y; 2, y+ hr"). 


Si z est assez grand en valeur absolue et de signe convenable, ceci est 
une substitution infinitésimale, ce qui est absurde. Donc r = 1 pour 
toute substitution de G,. La substitution la plus générale de G, est du 
type . 

ax + b S 
(2) (= en er k). 


17. Aucune substitution de F ne peut changer le point arbi- 
traire (cv =§, y —n) en un point pour “ii (Yo — Y) soit aussi 


grand que l’on veut. 
Car, dans l'hypothèse contraire, compterait ‘Ge substitutions 


! 

eae y ; soles ie] (ad— be=a'd'— b'c'—:1), 
‘henkdir ytd 

où c’ ct d’ seraient aussi petits que l’on veut. Or, si T est une telle sub- 

stitution, on vérifie que 


(1tahe'd')y+ oa 


= Le DE + ie SET PE Ea PaO TTA 
TST = |) > T; —he?y+i—he'd' 


c’est une substitution infinitésimale, ce qui est absurde; donc notre 
proposition est démontrée. 


18. Comme l'expression 


= beg + Fy ns ae Bath ark Bye tee do) 


11 
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est invariante par F, il en résulte que 
UE 1E1,0(%y— @) = É(E1Ë2,0 — by, 1b) 


est limité inférieurement pour les transformés d’un: point fixe quel- 
conque de D, cette limite inférieure n’étant pas nulle. 


19. Soient - 4 | a? 
(E1; Es, Es, E,) 


les coordonnées d’un transformé par F d’un des centres du polyedre 
fondamental; soit (2;, ws) un point imaginaire fixe de la généra- 
rice 2, = 2, = 9, 

U(X3%,.9— L304) > 0. 


Quand la substitution employée de TV varie, 
(3) : | gba + ay, Es[?+ | a,oË2 + Ly 08, |?. 


alteint un certain minimum. 
- Remarquons d’abord que si 


i( Fone E1082) —¥ 
l’ . aye Pa A var 
expression (3) reste supérieure ou égale à 


Qi (L3Ti,0 — LyX). 


Donc, si (3) n’atteint pas sa limite inférieure, il existe dans F une 
infinité de substitutions telles que 


É(E1Ë2,0 — 1,082) 
soit inférieur à une limite fixe. Les valeurs de 


HE Ene — Bots) 


ont done une valeur d’accumulation positive. 
De plus, (3) est supérieur a 


(Lad | +] ctl —|a} + et) Gus Ro): 


ie nn mms tnt nitrate 
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donc les systèmes (&,, £,) ont au moins un système d’accumulation, 
tel que 
U(ErEs,0— Éroéx) 
soit positif. 
Les valeurs correspondantes de 1(y, — 7) ont aussi une valeur 
d’accumulation positive, puisque 


15,0 + Ey obs ate Ex bs. ile És,0Ës = — (Er Ë2,0 — Eis) (raie): 


Enfin, on peut faire en sorte que la partic réelle de y soit comprise 
entre o et; car la substitution S n’altére pas æ, ni la partie imagi- 
naire de y. 

Donc les y correspondants auront une valeur d'iccumulation imagi- 
naire. 

Donc les transformés des centres auraient un point d’accumulation 
dans le domaine principal, ce qui est absurde. 

Donc le minimum est atteint. 


20. Il résulte de là que tout point imaginaire dé x,=zx;,=0 
tel que 


É(Tsati0 — 230%) R33 co) 


fait partie d’une aréte à deux dimensions située sur 2,= %,=0 et 
appartenant à un transformé du polyèdre fondamental par F 

On en déduit, en reprenant le raisonnement du Chapitre v (n° 10), 
que x, == x, = 0 est transformée en elle-même par une infinité de sub- 
stitutions du type (2), formant un groupe mériédriquement isomorphe 
au groupe de Poincaré formé par les : 


(4) (0: 225); 


et ce dernier groupe est de la première, de la deuxième ou de la 


sixième famille. 
Les exemples fournis par les tvafalGrmations arithmétiques à coe:- 


ficients entiers de formes quadratiques quaternaires à coefficients 
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enticrs ne donnent que des groupes de la deuxième ou de la sixième 
famille ('). 


21. Donnons-nous un groupe de Poincaré, admettant 
i(a— x) > 0} 


comme domaine principal, et appartenant à la première, à la deuxième 
ou à la sixième famille. Pouvons-nous en déduire un groupe G,? 

Il faut pouvoir calculer le paramètre A de la substitution S du 
type (PI), et les paramètres # des substitutions (3) correspon- 
dant à (4). 

Prenons A arbitrairement, mais positif. On peut supposer 


o£k< Ah. 


Soient S,, S,, ..., S, les substitutions fondamentales du groupe de 
Poincaré, et &,, 4, ..., k, les valeurs correspondantes de hk. A toute 
relation entre les S 

SPi gb: Shr 1 


devra, à cause de l’isomorphic, correspondre une relation 


By Ka, + Baka, Finck +-Bi ka, = multiple deh. 


Il suffira d’écrire ces relations pour les relations fondamentales qui 
existent entre les S. Elles sont compatibles, car elles admettent tou- 


jours la solution’ 
heh =. eh 


A 


Donc le groupe G, existe toujours. 


(1) Cf. G. Ginaun, Sur les transformations semblables de certaines formes quadra- 
tiques quaternaires indéfinies, etc. (Ann. scient. Ee. Norm. sup., 3° série, t. XXXII, 
1916, p. 303 sqq.). | 


ee 


—— Pt miam. 
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CHAPITRE VII. 


RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE FONCTIONS HYPERABÉLIENNES DE M. PICARD. 
x : 1 , é ñ 3 
SYSTÈMES D EQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 


1. Si le polyèdre fondamental a un sommet réel ou une arête à deux 
dimensions sur une génératrice réelle, les fonctions hyperabéliennes 
se comportent, dans le-voisinage de ce sommet ou de cette aréte, 
comme des fonctions rationnelles de certaines variables, comme on va 
le voir. 


1° Soit un sommet réel A ne comportant pas de substitutions du 
type (HH) spécial, et par suite appartenant à deux arêtes à deux 
dimensions situées sur des génératrices réelles, l’une sur la surface 


TL — Lg — 0; 
l’autre sur la surface 
Rye — Yo — oO. 


On peut supposer que A est le point a= y = =. Il y a deux substitu- 


tions 
(x, yjath,y) et (a, ya y +h) 


qui ont-A comme point double. Au voisinage de A, les fonctions 
hyperabéliennes se comportent comme des fonctions rationnelles 


2Tir 2TéV 
© k 


dee“ etdee“. 


»° Si le sommet réel A n'appartient à aucune arêle à deux dimen- 
sions située sur une génératrice réelle, le voisinage de A dans le 
polyédre fondamental se partage en un nombre fini de domaines dans 
chacun desquels les fonctions hyperabéliennes se comportent comme 
des fonctions rationnelles de certaines exponentielles. 


30 Si une aréte est située sur une génératrice réelle, par exemple 


sur 
Ti — T3 — Oo, 


les fonctions hyperabéliennes se comportent au voisinage de tout 


11% 
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point imaginaire de cette arète comme des fonctions rationnelles de x 
ine 


h 


etdee , en désignant par (a, y; æ, y+ A) la substitution du 
type (PI) cor conned amie 

Il est sans doute inutile de démontrer ces divers points : la démon- 
stration ne ferait que reprendre celle qui a été donnée pour les 
groupes de provenance arithmétique ('), ct serait d’ailleurs très ana- 
logue à la démonstration analogue du Chapitre IV. 


2. Il résulte de là que, si le prolongement analytique d'une fonc- 
tion @ d'un groupe quadratique T de M. Picard ne peut pas sortir du 
domaine principal, et si le polyédre jondamental rayonné n'a qu'un 
nombre fini de faces, trois fonctions automorphes cen ge de groupeT 
sont liées par une relation algébrique. 

En outre, toutes les fonctions automorphes de groupe T enamel en 


fonctions rationnelles de trois d’entre elles (de deux dans certains cas 
particuliers). 


3. Soient maintenant X et Y les variables indépendantes, et a, y, & 
les trois-fonctions automorphes, liées par la relation 
(1) f(x,y, u)=0, 


au moyen desquelles toutes les autres s PERF AMIENS FittiWhetlement 


Posons 
VINS /TOR ON TOK. OF 
NOT & On er ea aa) ; 
SE LA. = — Ye, HE Ae 
et regardons les z comme fonctions de x et de y. 
IL existe un système d'équations linéaires aux dérivées partielles 
r =as+bp+cq+gs, 
ds 
Sas TBP T1748, 
(2) Os 
gp seis hyip eB ash 2's, 
é -=a's+ c'p+ b'qa+g'z 
Et fr ay Le ere ms RE Ee Qi Re 


(1) Cf. G. Ginavo, loc. cit. 


— 


ae 
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A NI , 
ou a, b,c, g, x, B, y, à et les mêmes lettres accentuées sont des fone- 
tions rationnelles de x, de y et de u admettant comme intégrales s,, 52, 
33, 3, liées par la relation 


3124 + 2933 0. 


Pour le démontrer, il faut montrer que 
Sr 95 
ie à P2 92 4:2 
$3 P3 3 53 

5, Pr os 5: 


n'est pas identiquement nul, s,, p;, g; étant les fonctions s, p, g corres- 
pondant a z;. Or on trouve immédiatement que 


. 


ce qui entraine l’existence des fonctions a, b, ..., d de xet de y, et 


montre en outre que 
a=—b, CD 


Quand X et Y subissent une substitution du groupe, z,, 32, 33, 5, 
subissent une transformation linéaire; donc a, b, ..., 6’ ne changent 
pas. De plus, si on les regarde comme fonctions de X et de Y, les sin- 
gularités de ces coefficients sont les mémes que celles des fonctions 
automorphes : ce sont done des fonctions automorphes, c’est-à-dire 
des fonctions rationnelles de x, y, u, comme on l’avait annonce. 

Montrons en outre que aa’ — 1 n’est pas identiquement nul, ce qui, 
d’après une remarque de M. Appell, permet de supprimer les deux 


. d ; Os Os . sf . di : 
équations qui donnent =; aye deux équations se déduisent alors 


des deux autres par dérivation. Or, comme 


Ann. Ec. Norm., (3), XXX VIII, — Jun 1921. 21 
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et comme a’ a une valeur analogue, on trouve que 


,_ fa(X,¥)]*, (aX a¥ | 0Y 1) 
ee Con] (ae ay * ae ay)” 
qui n’est pas identiquement nul. 
On peut aussi, avec M. Picard (*), poser 


31 —= VER Sq X41, 3,—-—Y%, 3, — XY Zi. 
On a des résultats analogues, sauf que A n’est plus constant. 


4. Cherchons maintenant la nature des singularités de ce sys 
tème (2). 

Comme dans le passage analogue relatif aux fonctions à groupe 
linéaire, nous ne considérons comme véritables singularités que les 
points qui restent singuliers après remplacement de æ, y par deux 
autres fonctions automorphes du groupe, faisant partie d’un système 
de trois fonctions au moyen desquelles toutes les autres s’expriment 
rationnellement. 

On en conclut, comme pour les groupes linéaires, que les véritables 
singularités sont exclusivement les points de (1) qui correspondent 
à des points doubles de substitutions du groupe : ces substitutions 
sont de l’un des types (EE), (EI), (PE), (PI), (PP). 


5. Si l’on s’est arrangé, comme il est possible, pour que (1) n'ait 
pas d’autre singularité qu’une courbe double avec des points triples, 
ces singularités étant les plus générales de leur nature, on peut voir, 
comme dans le cas des groupes linéaires, qu’à un point double de sub- 
stitutions du type (EE) correspond une ou plusieurs courbes singu- 
lières unicursales. | 

Remarquons qu'ici les substitutions qui ont un mème point double 


dans le domaine principal sont permutables et sont des produits de 
puissances de deux d’entre elles. 


eer SSeS 


(1) Picarp, Journal de Mathématiques, 4°.série, t. I, 1885. 
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Par exemple, si l’on met le domaine principal sous la forme 


(3) 1 ie ald Ma LC ol 


les substitutions qui ont pour point double l'origine sont du type 
(X, Y; Xe, Yel#), 


ce qui suffit à démontrer notre remarque. | 
Remarquons en ‘outre que, si ces substitutions ne sont pas des puis- 
sances d’une seule d’entre elles, il y a parmi elles des substitutions du 


type (EI). - 


6. On peut démontrer, encore comme pour les groupes linéaires, 
que le plan double d’une substitution du type (EI) est transformé en 
lui-méme par une infinité de substitutions du groupe discontinu. 

Si le domaine principal est (3), et si le plan double est 


¥E="o, 


ces substitutions sont du type 
OA GS nt ie 
2 ae eee) BE Vig 
(x, Mi 5 es Ye ) 


Les substitutions 
‘x aX + à) : 
fe "eX+d 


correspondantes forment un groupe de Poincaré I” de la première, de 
la deuxième ou de la sixième famille, dont le cercle principal est 


\ 


XXE EE 
Pour Y =o, les fonctions automorphes sont des fonctions de 
Poincaré de groupe I”. 
Si I” est de genre p, a e 
ee, 


correspond une courbe de genre p qui est une courbe singulière 


de (2). 


7. Les courbes singulières qui correspondent à des points doubles 
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de substitutions des types (EE) et'(EI) sont régulières. On peut tou- 
jours faire en sorte que ces singularités soient du type simple étudié 


ailleurs, où la courbe singulière est un'infini simple pour a et a’, et un 


infini double pour les autres coefficients 6, c, g, b', c', g'. 


8. À un sommet parabolique correspond une où plusieurs courbes 
singulières unicursales ou un point singulier. : 

A une aréte parabolique correspondant à un groupe de Poincaré de 
genre p correspond une courbe singulière de genre p au maximum, 
avec peut-être des courbes unicursales, ou un point singulier. 

- On peut, à propos des arêtes et des sommets paraboliques, répéter 
les mêmes remarques dans le cas linéaire. 


9. Les courbes singulières qui correspondent à des arètes ou à des 


sommets paraboliques sont régulières, mais ne peuvent peut-être pas 
toujours se ramener au type simple précédent. 


= 
QE on mg à D ie ne a ht Hm 
ns 


SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS NOUVELLES 


DES 


FONCTIONS ENTIÈRES OU MEROMORPHES 


(TROISIÈME MÉMOIRE) 


Par M. Gaston JULIA. 


1. Dans deux Mémoires précédents j'ai étudié les valeurs que prend, 
au voisinage d’un point singulier essentiel isolé à l'infini, une fonc- 
tion uniforme autour de ce point lorsqu'on s'approche du point étudié 
sur des courbes continues d’une forme donnée a priori, ou par sauts 
régulicrs à l’aide des points 25”, |g| >1(n=1, 2, ..., 2). 

Étant donnée une suite quelconque de nombres complexes 5,, 
us Ty»... dont les modules croissent à l'infini : 


G 
. N LU - - 
Spe Ses Hae ne SES; 


on va étudier ict les valeurs que prend.la fonction f(z), dont Vinfini est 
point singulier essentiel isolé, aux points success fs 25,. 


2. La méthode employée est celle des deux Mémoires précédents. 
On forme la famille des /,(z) = /(z5,) et l’on cherche si la famille 
des f,,(=) peut être normale dans tout le plan (hors l’origine). Si elle 
ne peut l'être partout, on appellera E l'ensemble de points où elle 
cesse d’être normale. Les points de E, distincts de o et 2, jouiront de 
la propriété remarquable développée, avec ses conséquences, dans 
mes deux précédents Mémoires. Si l’on entoure un de ces points 
d’une aire arbitrairement petite ®,, et si l’on considère les aires 
DoF, (A =1,2,..., ©), la fonction f(z) prendra toute valeur finie ou 
infinie (sauf deux au plus) dans l’ensemble de ces aires. 
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3. On se bornera, dans le bref exposé qui va suivre, à chercher 
dans quelle mesure les propriétés établies dans mon deuxième Mémotre 
_ sont encore valables lorsque, à la suite des nombres s’, on substitue une 
suite croissante quelconque Ch 

On sera amené à postale que, pour une fonction méromorphe 
ayant au moins deux valeurs asymptotiques (en particulier pour une 
fonction entière ayant une valeur asymptotique finie), (PME E 
existera loujours quelle que soit la suite des 5,. 

On étudiera plus particulièrement le cas où f(z) est une fonction 
entière, et l’on réconnaitra le rôle fondamental dons dans cette ques- 
tion par les points limites (') de l’ensemble £ formé des points 
2 (p, n=1,2,...,%), où les s,(a) sont les racines de l'équa- 


tion f(s) — a = o lorsque a n’est pas valeur exceptionnelle de f(3). 

On verra notamment que, lorsqu’il existe un point limite de & distinct 
de o et », l’ensemble E existe certainement (hors o ct 2) a la suite 
des 5, envisagée. 


4. On pourra ainsi se rendre compte des deux faits suivants : 


1° E existe toujours (hors o et x) lorsque la suite des 5, ne croit pas 
trop vite. 


aut 


Par exemple, lorsque 1S <Q, Q étant un nombre positif fixe 


indépendant de l'indice n, E Le toujours, quelle que soit la fonc- 
tion entière f(s). En particulier, pour les suites régulières, où 5, = 5", 


Fatt 


Stare = 2 fixe et l’on a vu dans le deuxième Mémoire que E existe 
bien toujours (hors o et +). 


2° E existe toujours (hors o et æ), quelle que soit la suite s,, 
lorsque la fonction entiére SF (5) n'a pas des séros trop rares [aux zéros 
on peut substituer les racines de toute équation f(s) — a —o, où a 
est une valeur finie quelconque. Si a était valeur exceptionnelle, elle 
serait valeur asymptotique finie, et E existerait sûrement]. 


(11 Lorsqu'une infinité da points od ae ) seront confondus en un point zo, co puint x» 


devra être considéré comme point limite de wee de € 


RE 


ih. tee ee 


non tne yl 


PROPRIETES NOUVELLES DES FONCTIONS ENTIÈRES OU MÉROMORPHES. 167 


Notamment, lorsque l’on a 


les z, étant les zéros de f(s), Q un nombre positif fixe, l’ensemble E 
existera (hors o et +) quelle que soit la suite 5, 


». Des considérations précédentes il résulte que l’on ne pourra 
réduire l'ensemble E aux seuls points o et 2 qu’en choisissant des 
suites 5, assez rapidement croissantes et des fonctions f(z) à zéros 
assez rares pour que, quelle que soit a finie, si l'on désigne par z,(a) 

: : Sp(a | 
les racines de /(z)— a =o, les zp(a) (DT, 5 DIT ls oe eee) 
n 


n'aient d'autre limite que o et +. 
On formera effectivement l'exemple d’une fonction entière d'ordre 


nul 
| K)=TT0-S) a> 


psi 


et d'une suite de nombres 9, 
| Tn | — vg" qiaee 


pour lesquelles l’ensemble E ne compte aucun point distinct de o etx. 
Pour une telle fonction, s étant un point quelconque du plan qui 
parcourt une région ne contenant ni o ni >, les valeurs de f(s) aux 
points 37, tendent uniformément vers l'infini avec n. 


6. Mais on fera remarquer.que pour toute fonction entière, et quelle 
que soit la suite donnée o,, il est possible de déterminer une suite 
$4) Sy +++) Sn, +. plus rapidement croissante que la suite des 5, et 
pour laquelle cependant l'ensemble E existe (hors o et 2). 

Il resterait encore à étudier, au point de vue qui nous occupe, le 
rôle que peut jouer la régularité de la croissance de f(z) ou de la 
suite ¢,, et à voir dans quelle mesure les résultats obtenus s’étendent 
aux fonctions méromorphes. 
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I. — Deux théorèmes généraux. 


7. Une suite de nombres complexes à modules indéfiniment crois- 
sants G,, Os, +. Tp, --- étant donnée, ainsi qu’une fonction méro- 
morphe f(s), la famille des /,(z)—/(25,) n’est pas normale à 
l’origine. J'appelle E l’ensemble composé de tous les points où cette 
Énille n’est pas normale. Le problème est de voir.dans quels cas E 
comprend des points distincts de l’origine et de l'infini. 


Tuéonime I. — Si f(z) possède deux valeurs asymptotiques a et b 
distinctes, il existe un point de E, au moins, sur toute courbe fermée C 
entourant l'origine. - 


La démonstration est identique à celle du n° 40 de mon deuxième 
Mémoire (Annales de l'École Normale, juillet 1920). Car si, sur C, la 
famille des /, était normale, elle le serait dans un anneau sotñs lé 
ment mince contenant C et une suite-convenable /,,(s), f,.(z), ..…., 
3), +++ (2,2) convergerait dans cet anneau vers une fonction 
méromorphe F(z). A cause de la valeur asymptotique a, F(z) devrait 
être identique à a; F(s) devrait être identique à à à cause de la 
deuxième valeur asymptotique. L’impossibilité démontre que sur Cil 
existe au moins un point où les /,(z) ne sont pas normales. 

On peut conclure de là que E contient un continu unissant o au 
point à l'infini du plan 3. 


8. Le théorème précédent s'applique immédiatement dans deux cas 
intéressants : 


1° Celui des fonctions entières ayant une valeur exceptionnelle finie a. 
Car il existe alors deux chemins allant à l'infini tels que, sur l’un, 
J/(s) tende vers l'infini et, sur l’autre, f(s) tende vers a; a et » sont 
deux valeurs asymptotiques. L'ensemble E existe (hors o et +) quelle 
que soit la suite choisie s,, ,, ..., 5,, .... La fonction entière, en ee 
cas, ne peut être d'ordre << 1, ainsi qu'en témoignent les résultats 
connus sur les fonctions entières d'ordre < 1. Mais elle peut être 
d'ordre 1 comme €’, 
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2° Celui des fonctions méromorphes qui admettent deux valeurs eacep- 
tionnelles distinctes. Car ces deux valeurs sont valeurs asymptotiques. 
Ces fonctions sont d’ailleurs des transformées homographiques 
(à coefficients constants) de fonctions entières ayant une valeur 
exceptionnelle finie. Ce deuxième cas n’est pas distinèt essentielle- 
ment du premier. 


9. Le deuxième théorème qu’on va énoncer met en évidence le rôle 
fondamental que jouent les points limites de l’ensemble ¢ composé de 


. Spl(a : 
tous les points A) pt. ape OU Ts ou, OS desis, (ay 
n 


étant toutes les racines de l’équation - 
f(s) —a=0 


[a, valeur non exceptionnelle de f(z), d’ailleurs quelconque|. On 
ne considérera ici que les fonctions entières f(=). 


ope admettent un 


Tueonéme Il. — Si, pour une valeur finie de a, les > 
F n 


£ dite : 5 eit > eke = a 16 5 
point limite 3, (') qui n'est ni l’origine, nt Vinfini, il y a un point au 
moins de E sur toute courbe fermée C passant par z,, et entourant 
l'origine. 


san Otel) jon, te 
qui tend vers z,. On considère la famille des f,,(z) (A = 1, 2, ..., 0). 
Si aucun point de la courbe C n’était point de E, la famille des /,, 
normale sur C, serait normale dans une bande I, assez fine, contenant 
la courbe C. De la famille des f,, on pourrait extraire une nouvelle 
famille, convergeant uniformément dans IT vers une limite holo- 
3»(a) 


n 


: ‘ A 5 5,(a) 
-+- une suite infinie de points sae) 
on, on, , on 


morphe, constante, ou infinie. Or, au point » Ja fonction 


fn(s) = f(z5,) prend la valeur a. Les /,, prennent toutes la valeur a 


ivemen ints 2%) qui, tendant Sy, sont à partir 
respectivement aux points —~— qui, tendant vers =, s P 


nk 


(1) Voir la note (1) du n° 3. 
Ann, Ec, Norm., (3), XXXVIM. — Jun 1921, 22 
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d'un certain rang intérieurs à la bande I. La limite de la famille 
extraite des f,, prend donc la valeur a au point 5. L'hypothèse 
d'une limite infinie est done exclue. La limite est holomorphe ou 
constante dans F. Elle est sûrement bornée dans I. Cela revient à 
dire, en considérant non plus les /,,(3) dans I, mais la fonction / (2) 
dans les bandes successives l'o,, (qui entourent l'origine et gran- 
dissent indéfiniment), que l’on peut trouver parmi ces bandes une 
suite infinie de bandes dans lesquelles /(z) tend vers une limite 
holomorphe ou constante, et, en tout cas, dans lesquelles / (2) reste 
bornée. Ceci est impossible. Done, sur C, il y a bien au moins un 
point de E. Ce peut étre z, lui-même, et alors z, n'est pas seulement 


sets} 


correspondant à une valeur finie de a, il est aussi 
rte) a) 


limite pour les 


limite pour les quelle que soit la valeur finie a choisie, sauf 


peut-étre pour une valeur exceptionnelle au plus. Car dans tout 
cercle ©, entourant z, de E les /,(3) prennent une infinité de fois 
toute valeur finie, sauf peut-être une. 


ste) ) 


10. Le rôle joué par ces points limites des est parfaitement 


clair lorsqu'on se rappelle la circonstance side déjà mise en 
lumière dans mon deuxième Mémoire sur ces questions (précédem- 
ment cité). 

Il est immédiat que la famille des /,(z) n’est pas normale en o. 
Et, pour que le point o puisse être isolé dans E (ce qui arrive si E se 
réduit à o et à 00), on a vu par une application facile d’un lemme de 
Weierstrass (voir deuxième Mémoire, n° LL), que toute famille extraite 
des /, devait converger vers l'infini autour de o, tout en restant finie 
en 0, ce qui implique que f, grandit indéfiniment avec n sur un petit 
cercle entourant o. La conclusion reste valable dans toute aire entou- 
rant 6, où ne se rencontre pas de point de E : /, grandit indéfiniment 
avec A sauf en o. 

Puisque autour de 5,, f, ne peut grandir indéfiniment avec 7 à 
cause de la présence des racines des f,,(s) = a, il y a nécessairement 
un point de E distinct de o dans toute aire entourant l’origine et conte- 
nant z,. 


| ne te mt té 
TEE mt net 
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II. — La rôle de la croissance de f(s) et de la suite s,. 


11. La croissance de f(z) et de la suite 5, intervient alors naturel- 


Te fr ‘ pla 
lement pour indiquer des cas où il est certain que les ete) ont des 
Rn 


points limites distincts de o et de +. 

12. A. Quelle que soit la fonction entière f(z), l’ensemble E a 
toujours des points distincts de (0, 2) lorsque la suite des 5, n’est pas 
trop rapidement croissante. En particulier, il en est ainsi lorsque, 
quel que soit 7, 


CE | 
1 0, 
Tn 


Q étant un nombre positif fixe. Et ceci explique l'existence de 
l’ensemble EK, relatif au cas 5, — 5", dont l’étude. a été faite dans 
le deuxième Mémoire. 

Soit @ une valeur finie non exceptionnelle. Les :,(a), racines 
de f(s) = a, ont des modules successifs 


PRET are Pas ne Ph 


Les c, ont des modules 


payee Does DNS take PET 


La suite 5; étant donnée, quelle que soit la fonction f(z), on pourra 
intercaler les r; dans la suite X, 


>» <p Nv . 
Ah = Pawn) 


d’où i] suit évidemment 


‘A chaque indice p correspond un indice x, tel que 
1< <Q. 
Su, 


3p(a) 


ap 


Il y a donc une infinité de points entre les deux cercles de 


17 
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centre O, de rayon 1 et Q. Ces points ont au moins un point limite z, 
entre ces deux cercles. D'où résulte la propriété annoncée. 


13. B. Si, pour une valeur finie non exceptionnelle de a, les zéros 
de la fonction entière f(s) — a ne sont pas trop rares, il existera 
toujours, quelle que soit la suite 5,, des points de E distincts de o 
et de +. 

Il en sera ainsi, en particulier, si, pour ces zéros z,(a), on a, quel 
que soit p, 


Sp+1 (a) 


1< 
"| 4,(a) 


< Q. 


Car, dans la suite des modules 7,=|=,(a@)|, s’intercalent les 
modules =, d’une suite quelconque 5, de façon que 


1 < < y 

7 np = dig = las 
Alors 
l'a Mn ; 


<, °F 
Sy 55 <Q. 
P Tray 


x se 4 . Rp . 
D'où l’on conclut aisément que, les points — ayant au moins un 
p 


point limite z, entre les cercles |s|=1 et |=|=Q, il y a entre ces 
cercles un point au moins de E. 


14. Il n’est done possible d’obtenir un ensemble E réduit à o et æ 
> 
: Ms 
qu’en choisissant : 


1° Une suite 5, très rapidement croissante, plus croissante que 
toute suite o”; 


2° Une fonction entière sans valeur asymptotique finie, sans valeur 
exceptionnelle, ayant des séros assez rares. 


Les fonctions d'ordre nul ont toutes ces propriétés. 

On va effectivement former de telles fonctions, auxquelles corres- 
pondent des suites 5, croissantes et telles que l'ensemble E se réduise 
4 o et ; 3, étant alors un point quelconque du plan, aux points =, ¢,, 
Sy Fy +++) o0n .-. tendant vers l’infini, la fonction /(3) prendra des 
valeurs qui tendront toujours vers l'infini. A étant une aire quelconque 
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du plan z, ne contenant pas zéro, et As, les aires obtenues en multi- 
pliant les affixes de A par o,, f(s) tendra uniformément vers l'infini 
dans Ac,, quand n grandit indéfiniment. 


15. Il est nécessaire pour cela que quelle que soit la valeur finie a, 


les ee © aient d'autre point limite que o et . Mais pour cela il suffit 


que ie fait se produise pour deux valeurs finies de a. Car, autour de 
tout point du plan distinct de o, ces deux valeurs seront des valeurs 
que les f,(s) = f(s¢,) ne prendront pas, et, par conséquent, les fn(4) 
ent une famille normale en tout point du plan. 

° Choisissons d’abord une fonction entière f(z) dont les zéros z;, 


: Ps r : Pi ee 
Bases Zn, --. Solent tels que |=<!| = —— grandisse indéfiniment 
n 


n 


avec n. Par exemple, 


f(a)= Il (-- = (q réel >1), 


n=1 


ES HT ro = q?"*! grandit indéfiniment. 


Choisissons maintenant une suite o,, Go, ..., Op, .-. dont les 


modules À : 
DE La ne Da SO 
soient tels que 


nn Es Ne da or) Dg eg Re «ac 


et tels en outre que = = et +! rendent vers l'infini quand n grandit indé- 


De 


finiment. 
On pourra prendre ici 


+1)? 
Zn ne = Vial n+ n l'n+1— sq que gr : 


Il est visible, dans ces conditions, que : 
Sin2p, 

rp, 

pe 

par conséquent, p et 2 mae indéfiniment de façon que nz p, 


=” tendra vers zéro; 
on 
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b. Sin << p, 


et, par conséquent, p et » grandissant indéfiniment de façon que r <p, 
2 tendra vers l'infini. 


Les aie ) n'ont pas d’autre point limite que o et +. 


2° Utilisons maintenant le théorème suivant qui figure dans la 
Thèse de M. Valiron : Sur les fonctions entières d’ordre nul et d'ordre 


fini (p. 30). 


« Pour toute fonction f(s) dont les zéros vérifient la condition 
Lf 
n[logras,— logr,]2 my (1 <w) pour n > no, 
ï 1 


w étant un nombre compris entre o et 1, racine de l’équation 


oe oe 
ee en Bt nO, 


6 
si l’on désigne par =,(@) le n*™* zéro de la fonction 
J (5) ae a[3,(0) = Zn], 


on aura, quel que soit a, pourvu que | 4| <A, 


I 
|#n(@) — 34] < EAL pour r>ny(A), 
sel | 


A étant un nombre positif fixe. ». 


La fonction entiére considérée ici est telle que logrns, — logr, 
grandit indéfiniment avec x; donc, à partir d'un certain rang, on a 
bien 


: 1 
a[logrns,—logr,] > <i 
D4 
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ll en résulte donc que l’on aura, quel que soit a pour ja << A, 


3» (a) — Zp] < LT pour p >po(A), 


quel que soit n pour p > p,(A). 
ere au moins des deux nombres p ou n grandissant indéfiniment; 


; tend vers zéro et tend vers zéro ou vers l'infini. Les points <== see 


ain, na on 


ne peuvent donc avoir, comme les “2, d'autre point limite que zéro ou 
n . 


l'infini. 

. Cela suffit pour affirmer que, en tout point distinct de (0, 0), la 
famille des f,(s) = f(z0,) est normale. E ne compte que les deux 
points o et 20. 

Si donc on entoure o d’une couronne T limitée par deux courbes 
fermées quelconques, et si l’on considère les couronnes successives 
F,= To, qui s’éloignent indéfiniment, f(z) prend dans I, des valeurs 
qui tendent vers l'infini avec n, et cela, uniformément. 


16. Mais il ne faut pas croire que la croissance très rapide de la 
suite des zéros de f(s) d’une part et de la suite o, d'autre part suffisent 
à réduire l’ensemble E aux seuls points o et 9. On va voir, en effet, 
que, étant donnée une fonction entière quelconque et une suite o, quel- 
congue, on peut déterminer une nouvelle suite s,, s,, ..., s,, ..., plus 
rapidement croissante que la suite o,, et d’ailleurs aussi croissante 

qu'on voudra, telle cependant que, pour cette suite s,, il existe des 
points de E distincts deo ets. 

fl suffit pour le montrer de prouver que pour une certaine valeur a, 


ra l’ensemble des ee 2) admet un point limite au moins, distinct 


de o et x. 
Prenons par exemple a =o et soient 25, 3,, 52, .--, Zp, .… les zéros 


successifs de f(z). Envisageons la suite des nombres S,= —: C'est 
~0 


une suite croissante et l’on peut d’ailleurs en extraire une suite s, 


aussi rapidement croissante qu’on voudra, en particulier plus rapide- 
12* 6 
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ment croissante que la suite o,. Cette suite s, satisfait aux conditions 
requises, car, au paint z,, les f,(+) = f(zs,) sont toutes égales à zéro 
puisque tous les points 3,5, sont des zéros de f(z). Ce 3, est point 


limite des _ et il est distinct de o. Sur toute courbe fermée passant 


n 


par 3, et entourant l’origine, il y a donc au moins un point de E. Si 
l’on entoure ce point de E d’une aire D, aussi petite qu’on veut, et si 
l’on considère toutes les aires D, s,, qui tendent aussi rapidement vers 
l'infini qu’on le voudra, la fonction f(z) prsndré, dans ces aires, toute 
valeur finie, sauf peut-être une seule. 


III. — Application aux fonctions méromorphes générales. 


17. La considération des suites s; qu’on obtient par le rapport des 
racines 2,(a) (t=1, 2, ..., 20) d’une équation 9(s) — a = 0, à la pre- 
miére racine z,(a) de cette équation, permet encore de tirer des 
conclusions intéressantes lorsque 9(3) est une fonction méromorphe 
quelconque. 

Si une fonction méromorphe 9(z) admet une valeur exceptionnelle, 
c’est une transformée homographique, à coefficients entiers, d’une 
fonction entière, et ce qu’on a dit des fonctions entières s'applique. 
Prenons donc 9(2) sans valeur exceptionnelle et considérant les racines 
2,(a)('), 5,(a), ..., 3,(a), ... de l'équation 


9(z)—a=0o (a quelconque fini), 


formons la suite 


et la famille des 
rat On(3)=9(358,). 


Au point z,, la famille des +, peut être normale ou ne pas l’être. 
Envisageons successivement ces deux hypothèses. 
ae ES SRE US AE. lhe po, Aer MR LY Ter Peat: 


(*) Si l’origine est racine de #(z) —a =o, on la laissera de côté dans l’énumération 
20215... 


Sse ee age 
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18. 1° Supposons la famille des +, normale en s,. En ce point, toutes 
les 9,(2,) sont égales à a: 


Qn (Zo) — (Z05n) = (Zn) =a, 


Les ?,, méromorphes dans tout le plan, égales à a en 3,, sont telles 
que toute fonction limite ®(z) extraite de la suite des 9,, et méromorphe 
dans un certain cercle de centre Sq, prend, en Z,, la valeur a, 


®(3,)'='a. 
Il est par là même impossible que les racines des équations 


Qn(5)—b=0 | 


= 2 F à 3,(b) : 
[qui nesontautres que les points AGE Listed: COR, .52)] 
admettent le point z, pour point limite, b étant une valeur quelconque 
distincte de a. Car l’existence d'une suite de 0 tendant vers z, 


entrainerait l’existence d’une fonction ®(s), limite pour une suite 
extraite des on(s), méromorphe en =, et prenant en s, la valeur b, ce 
qui est contradictoire avec le fait que toute fonction limite D(z) est 
égale à a en 5). | 

On peut même dire que dans tout domaine D, contenant s,, dans lequel 
et sur la frontière duquel la famille des 9,(:) reste normale, le nombre 
des racines de 9,(z) — b — 0, chacune étant comptée avec son ordre 
de multiplicité, ne peut dépasser un nombre fixe. Dans le cas où b = + 
qu’on peut toujours supposer réalisé par un changement homogra- 
phique de ¢(z), cela veut dire que les +,(z) bornées en 3, ne peuvent 
avoir dans D qu’un nombre limite de pôles dès l'instant qu’elles 
forment une famille normale dans D et sur sa frontière : ceci gst un 
théorème connu que j'ai eu l’occasion d’appliquer déjà aux fonctions 
méromorphes dans mes deux précédents Mémoires. 


. Retenons simplement que les ate ne peuvent admettre s, pour 


a ee 
point limite. I] en résulte immédiatement que, quel que soit b différent 
‘ de a, en comparant les racines 3,(a) et 3,(b) des équations 


PRISES 


p(z)— b=0, 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX VIT, — Jen 1921. : 23 
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on peut affirmer ici que, quels que sovent p el g, ona 


£ étant un certain nombre positif fixe. 

Car l'hypothèse contraire permettrait de trouver une suite g,,q2, .……, 
gx. .… croissant indéfiniment, à laquelle correspondrait une suite p,, 
St a) 


Pas +++ Pky ++ telle que = tendrait vers 1 quand & augmente indé- 


finiment. Alors les her 


auraient pour point limite z,(a), ce qui contredit Fe résultat pré- 
cédent. : 


19. 2° Si a et b étant deux nombres distincts quelconques, on peut 
choisir parmi les racines de l’équation 


o(s)—a=o 


une suite infinie Z,(a), Z(a), .…, Z,(a), .… et parmi les racines de 


o(s)—b=0 


une suite Z,(b), Z yb yoxi ..., Z,(b), ... telle que on tende vers Vunité 


quand p devient infini; alors it est impossible que la famille des 
P,(:) = o(zS,) (1) 


formée avec les nombres S, qui sont les quotients des racines Z,(a) 
(a) 
3,3 on est alors dans le deuxième cas signalé plus haut. Dans toute 
aire D, entourant z,, les fonctions ®, prendront une infinité de fois toute 
valeur finie ou infinie, sauf peut-être deux au plus, ce qui veut dire que, 


dez(z) — a =o parlapluspetitez, [S= | soit normale au point 


a 


(1) La famille des æ, fait partie de la famille des w,. 


de eng am 


ee 
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parmu les racines de toute équation 
: @(3) —ce—=o 


(quel que soit c, sauf peut-être pour deux valeurs au plus), on peut 
choisir une suite infinie Z,(c), Z,(c), ..., Z,(c), ... à laquelle corres- 
pondra une suite infinie (') de racines de ¢(s) — a —o, (,(a), 


Z ee ' ' ; 
Co( a), ...,C,... telle que mer tende vers l'unité quand p devient infint. 
Pp 


Les points 2,5,(n=1, 2, .... x) qui sont toutes les racines de 
¢(s)—a@=o s’approchent asymptotiquement aussi près qu'on veut 
. dune infinité de racines de toute équation 9(3) — c = 0, sauf peut-être 
pour deux valeurs dec. C’est un fait remarquable de distribution que 
deux équations 


ne puissent avoir une infinité de racines asymptotiquement équivalentes 


Er — I pour p x] s sans que tate équation 9(3) — c= 0, hormis 


peut-être deux d’entre elles, ait aussi une infinité de racines asympto- 
tiquement équivalentes à une infinité de racines de ¢(z) — a =o. 


20. Comme a et & jouent des rôles comparables, Fhypothèse étant 
simplement que des deux équations 


o(s)—a=0, , 9(s)—b=0 


ont une infinite de racines asymplotiquement équivalentes, on verra que 
toute équation (=) — c =o (sauf deux valeurs peut-être) aura une 
infinité de racines équivalentes à une infinité de racines de 


9(s) —b=0; 


ces racines peuvent n'être pas les mêmes que celles qui équivalent 
asymptotiquement à une infinité de racines de 9(s) -- a == 0. 

D'une façon générale, sia n'est pas une des deux valeurs exception- 
nelles possibles qui correspondent 4a, 5(:) — a=o et o(s) —-x—o 


(1) Les *;(«) pourront faire partie des Z;1 ar. 
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ont une infinité de racines équivalentes, alors st B n'est pas une des 
deux valeurs exceptionnelles possibles qui correspondent à «, 9(3) —%=0 
et (3) — 8 =0 auront toujours une infinité de racines équivalentes. 


IV. — Indications sur le rôle que peut jouer la régularité l 
de la croissance de f(z) ou de la suite o,. | 


21. Si la fonction f(s), entière, est à croissance régulièreet d'ordre  « 
fini p non entier, la suite des zéros de f(s) ou celle des zéros de 
f(s) — a quel que soit a est à croissance régulière, ce qui veut dire  « 
que le module 7, du n*™* zéro possède un ordre d’infinitude p bien 
déterminé (Borex, Leçons sur les fonctions entières, Note II). On pourra | 


poser 


AE, 
-+e(m 
Fan? . 


e(n) tendant vers zéro lorsque n grandit indéfiniment. 
Alors le rapport 


# TU 
: L L (is 

l'a+1 platens” (1+3) >< ebateinti)—sin)) 
ln 


est asymptotiquement équivalent à e""f"+1-#puisque 
I ] 1 | 
[= +e(n+y|E(c+ +) | 
p A n 


Toutes les fois qu’on pourra affirmer que La[e(n + 1) — €(n)] reste 
borné, on pourra conclure qu’il existe un nombre Q pour lequel 


LA 1 
tend vers zéro avec =. 


1= + <Q 

et par conséquent quelle que soit la suite 5, choisie, l'ensemble E 

qu’elle détermine pour f(3) aura des points distincts de o et «. 
Chacun de ces points 3, est tel que dans l’ensemble des aires 

DoF, (N=1, 2,..., >) (P,, aire arbitrairement petite autour de 3,) 

f(s) acquiert toutes les valeurs finies, sauf peut-être une. Ce sera le 


Q 
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cas si (nr) est borné par une puissance positive quelconque de = 
et aussi si l’on a simplement 


le(mi< À (A fixe positif), 


ce qui donne un infiniment petit <() décroissant beaucoup moins vite 
qu'une puissance positive de =: Il s’introduit ainsi pour l’évaluation 


de la décroissance de e(n) des considérations délicates et d’ailleurs 
habituelles dans ce genre de questions. 


22. La même remarque peut être faite en ce qui concerne la suite o,. 
Si elle a un ordre d’infinitude déterminé p, on peut écrire 
1 
—+E (1) 
|o,|==ne ve 
et lorsque Ln[e(n +1) — e(n)] restera borné, il existera un nombre Q 
tel que 


On+1 


Le =). 


n 


Par conséquent, pour toute fonction f(z) entière, la suite o, fournira 
un ensemble E, avec des points distincts de o et +, jouissant de la 
propriété que nous avons reconnue antérieurement et qui approfondit 
le théoreme classique de M. Picard.. 
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SUR LA REPRÉSENTATION CONFORME 


DES 


AIRES DOUBLEMENT CONNEXES 


Par M. Hexrr VILLAT 


(Strasbourg). 


On sait théoriquement qu'une aire doublement connexe dans le plan 
peut être représentée conformément sur une couronne circulaire d’un ~ 
autre plan, à condition de choisir convenablement le rapport des 
rayons des deux circonférences comprenant l’anneau circulaire en 
question. Il existe, je crois, peu d'exemples effectifs d'une telle repré- 
sentation; et si je ne me frompes ils sont tous relatifs à des cas de 
figures symétriques, tels qu’un simple dédoublement, ne prenant en 
de tarion que la moitié du domaine envisagé, ramène immédiate- 
ment au cas d’une aire simplement connexe, pour laquelle la difficulté 
n’est pas du même ordre. _ 

En se plaçant dans le cas d’un domaine doublement connexe, en 
général non symétrique, situé dans un plan z, et dont les frontières 
soient formées de segments de droites, on peut obtenir la représen- 
tation sur une couronne dans un autre plan Z, en utilisant la méthode 
de Schwartz convenablement généralisée. C'est ce qu'a fait voir 
M. René Thiry dans une Note récente des Comptes rendus (juin 1920). 

. Mais (commeje l’ai indiqué dans le même numéro des Comptes rendus, 
juin 1920), en restant dans le cas le plus général, où les frontières du 
domaine sont absolument quelconques, on peut trouver la solution 
du probième de la représentation conforme, en employant ün théorème 
que j'ai obtenu jadis (cf. Comptes rendus, t. 152, 1911, p. 680, et Renci- 
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conti del Circolo matematico di Palermo, t. XXXII], 1912, p. 142). 
C’est cette solution que je vais expliciter dans ce travail. 
Je donnerai ensuite deux applications à l’'Hydrodynamique, la pre- 


miére concernant le mouvement d’un fluide visqueux, la seconde 


ayant trait au mouvement d’un fluide limité par un mur, et contenant 
un solide à paroi circulaire. 

Nous utiliserons l'interprétation mécanique hidantel ; qui facilite 
et rend naturelle la marche des calculs. 

Imaginons que nous étendions sur le domaine considéré une couche 
de fluide homogène, non tourbillonnaire, de densité 1, animé d’un 
mouvement permanent de rotation générale entre les courbes 
limites ; ces derniéres courbes étant constamment suivies tangentiel- 
lement par le fluide. Bien entendu, nous ne nous préoecupons en 
aucune façon de la possibilité physique d’un tel mouvement, ni par 
conséquent du signe que la pression serait capable d'y acquérir ; ce 
signe n’a ici aucun intérêt, le fluide n’étant là que pour servir d’élé- 
ment de démonstration. Au contraire, la possibilité, du point de vue 
du calcul, du mouvement en question, résulte de ce qu’un tel mouve- 
ment est évidemment réalisable dans le cas d’une couronne circu- 
laire (auquel cas il se réduit à une rotation d’ensemble autour du 
centre commun) et la représentation conforme, dont l’existence est 
assurée, fait correspondre à ce mouvement celui qui est actuellement 
considéré. 

Quoi qu'il en soit, désignons par ¢ et Y le potentiel et la fonction 
de courant, dans le plan 3 qui contient le domaine doublement 
connexe considéré. Soient u et » les composantes de la vitesse au 
point 3. Posons 


f=9+i, 


on sait qu’on a 
(1) of wiv =e0, 
en introduisant une nouvelle fonction lames 0, dont l'utilité sera 
manifeste dans un instant. 

Dans le plan auxiliaire de la NY. Se le domaine envisagé du 
plan z est représenté une infinité de fois sur l’aire de la bande hori- 


zontale qui est comprise entre les droites 4 =}, et 4 = 4, qui cor- 


ae 


a 


« 
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respondent aux deux lignes de courant qui suivent les deux frontiéres 
extrêmes. } n’étant défini qu’à une constante près, on peut prendre 
Y = 6, ce que nous ferons désormais. Si maintenant nous désignons 
par ©, la constante cyclique du mouvement considéré, c’est-à-dire la 
quantité dont s’accroit le potentiel lorsque le point s fait un tour 
complet dans le domaine entre les deux frontières, le même domaine 
sera représenté une fois dans le rectangle situé dans la bande susdite, 
et dont la dimension horizontale est 9,. 
Ceci étant, posons 


el =— 5 logh; 


le domaine du plan / sera alors représenté conformément sur une 


couronne circulaire du plan Z, les rayons extrémes de cette couronne 
ue 
étant retg—=e “#. Le domaine donné du plan z sera donc lui-même 


représenté conformément sur la couronne, si l’on sait écrire la rela- 
tion qui lie d’après ce qui précède les deux variables s et Z. Or 
on y parviendrait aisément si l’on connaissait la fonction Q introduite 
plus haut. Tout revient donc en somme à la détermination de cette 
fonction. 

Or si l’on pose Q= © +:T, on voit de suite la signification méca- 
nique de © et de T : © est l'angle de la vitesse avec l'axe des æ, et, 
V étant la vitesse au point z, on a V =e’. Par suite, considérée comme 
fonction de Z, Q(Z) ne sera pas uniforme dans l’anneau circulaire 
ci-dessus : sa partie imaginaire reprendra bien la même valeur 
lorsque le point Z fera un tour complet dans l'anneau, mais sa partie 
réelle augmentera de 27 dans les mêmes conditions. Par conséquent, 
la fonction 


(3) Q,(Z) = Q(Z) + ilogZ, 


dans laquelle on aura pris pour logZ une détermination quelconque 

de ce logarithme, que l'on s’astreindra ensuite à suivre par continuité, 

sera une fonction de Z, uniforme et régulière dans toute la couronne. 

En modifiant toutes les vitesses dans le même rapport on ne changera 

évidemment rien à la question, et l’on modifiera ainsi Q ou Q, par 
© Ann. Ec. Norm., (3), XXX VIH. -- Juin 1921. 734 
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Vaddition d’une constante imaginaire pure, qui restera sans impor- 


tance par conséquent. 

Désignons par s l'argument de Z qui correspond à la détermination 
choisie pour le logarithme ; la partie réelle de Q,(Z) prendra, le long 
des deux circonférences de rayons 1 et g, les successions de valeurs 
P(s)—s et W(s) —s, en appelant ®(s) et W(s) les angles que font 
avec Ow, dans le plan z, aux points d’argument s, les tangentes aux 
courbes frontières du domaine primitif (dans le sens du courant 
supposé). Les expressions de ces deux fonctions ®(s) et W(s) 
dépendent donc uniquement de l'allure des deux courbes frontières 
en question. 

Cela étant, en appliquant une formule générale que j'ai Juil 
dans le Mémoire cité plus haut, nous pourrons écrire explicitement la 
fonction Q,(Z) sous la forme 


(4) 9,(2Z) = of [O(s)—s]e (Pt logz — Sts) as 
ef “LH (3) 9] (toga — Os) ds, 


Les fonctions € et €, qui interviennent ici sont celles qui sont bien 
connues dans la théorie des Fonctions Elliptiques, et les demi-périodes 
w, et w, desdites fonctions sont définies, à un facteur près, par la 
relation 


/ —TW; 
q =. tu, q 


Maintenant la condition de régularité (cf. mon Mémoire susdit) 
exige qu’on ait la relation 


(5) | MOOM OLEC 


Quel que soit l'exemple que l’on aura à traiter, on voit qu ‘il sera 
nécessaire de calculer dans tous les cas l'intégrale suivante : 


iw ge: 
(6) A= k s[ (flog — Sx) 8 (St l0g7 — 214) Jas, 


Nous allons effectuer tout d’abord ce calcul. 


EE EEE nine. én 


eS dd de 


PS 
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A cet effet, nous poserons, pour simplifier l’écriture, 
on y 

—s=—u et —logZ=a 
Fe 8 ) 


et Pintégrale demandée sera la suivante : 


F 220 
PE a a TS ne 

14/0 

Or, intégrons la fonction ul(u—a) le long du contour du parallé- 
logramme construit sur les longueurs 2w,, w,, portées sur les axes, 
Dans l’intérieur de ce contour, il y a un pôle seulement, à savoir # = a 
(à une période près); il est, du reste, toujours possible de supposer 
que, p et s étant le module et l'argument de Z, on a choisi s entre 
o et 27. Le résidu correspondant étant égal à a, ainsi qu’on le voit 
immédiatement, il en résulte 


204 20,+ 0, 
f u$(u — a) du +f ug(u—a)du 
20 € 


0 
204 + Wa 
— ut(u— a)du— | u£(u— a)du —=2ira. 


LPS w, 0 


ve Wy 


Mais on a, d’autre part, 


2), + WD, Ws 
16 u&(u— a) du = (u+2u)[S(u— a) + 2n, | du 
2 


w, 0 


20, + Wy, 
4B uE(u — a) du = 
Os 


Donc il reste, en remplacant, 


et 
20, 
ib (u + 03) [Eu — a) + n;] du. 


£70 


20, ° 


i u[(u— a) —b;(u — a) | du 
F 
alm, : 
— oy | Eu — a) du — 2930; — 201303 


Ms 
at f E(u—a)du+ 10; 4-47,0,0; = 2tTa. 


“oo 


Or, on a sans difficulté, en désignant par À un certain entier conve- 
13 
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nable, 
' rae —a)du=log DUREE 


6 o3(— a) 


=2n,(o,— a) + 2,in, 


et, de méme, 


=— 1,0 + pia tae — +(2p+1)in, 


où u désigne un autre entier à déterminer. 
Transportons ces résultats dans A, nous obtenons finalement 


(8) A= tlogZ — 2ilogés(a) — 2ilogow;+ Tr 


5 ee PEUT — ohn = + 2(2 +1)t 
20) i © Pp . 


expression dans laquelle il convient de préciser les nombres A et u, 
ainsi que la détermination exacte des logarithmes qui y figurent. 


Pour ce qui concerne A, il s’agit d’une détermination facile, et du 
reste classique : d’ailleurs on a 


20, 
{ S3(u — a) du = 20 (,— a) + 2hiT; © 
0 


la valeur de À est évidemment indépendante de a; elle est donc nulle, 
puisque dans le cas particulier où a=o l'intégrale et l'expression 
27,©, sont toutes les deux réelles. On a donc 


K=O. 


La détermination de uw est un peu plus délicate. Ce nombre, 
évidemment encore indépendant de a, est défini, en somme, par 
l'égalité 

AW, 


J E(u— a) du =— nsa + logow, + logéso(a) + (2445) in, 
0 * 


où nous préciscrons tout à l’heure les déterminations des deux loga- 
rithmes. Effectuons l’intégration d’une autre manière, en passant aux 
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fonctions $. On sait qu'on a 


n 
É(u— a) = —(u—a)+ — 
G)1 


Donc 


J E(u—a)du — aie (2e — a) + [logs (“ — =)". 
0 On 2 5 26); 0 


U— 4 


Le chemin d'intégration pour le point » = est le chemin recti- 


Gi 
ligne qu’indique le dessin ci-dessous (fig. 1). Adoptons maintenant ° 


Fig. 1.. 


Pt oe 
< 


é 
. 


a 


A 


pour logS,(¢) la détermination principale, qui possède une partie 
imaginaire comprise entre — + et + =; alors, en tenant compte de ce 
que, aux deux points infiniment voisins ¢ et ?,, on a 


 JogS(#1)= log] 3 (#1) | + iz, 
log, (#9) = log| 5, (%)|— cz, 


on en conclut 


et 


/ 


"16 6) 5 @3-- a a 
PALETTE — air + log ( ss )— 1085 (— 2) 
G); 2 2), 
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Da — 


a . af + oat 
L'argument de log’, ( ) est compris entre o et-7, celui de 


logs, (- =) entre — x et o. 
Nous allons faire apparaitre dans cette expression les nombres 
logow, et logt,,a. Les formules (XXXIII) de l'Ouvrage de Tannery 
et Molk permettent d’écrire, en prenant pour les logarithmes aux 
seconds membres les déterminations principales (ce qui définit sans 

ambiguité les premiers membres), 
loge; = log2,+ logs, (=) — log3; (0) + oo 


/ 


et 
logés)(@) = logosa — logca 


a a oe 
— © tre | oS LS log2c — logs — | |. logs’ ra 
= logs, (+) log3,(0) 826) 3 (se ) $7, (0) 


1 


Donc on a 


logow, + logés a 


5 Th © £ a 2 a 
= log3,(- — — log3,(0 logs | — logs ( ). 
cal NO Ml 20 g7,(0) + logs, aon, 291 


Maintenant il résulte d’une formule connue : 


4 Er “a 
ENT a um AL rare ro 
7,1 - — eg de 13, — ) ; 
2 20), 201, 


/ 


donc 


logS À: AM tt 4 Ton D ina Dies Pete owe 
41(-—-—_] = — — - J,| — 2 
4 (5 26 2 hia, .. ao, rae TT cs 
l'entier N étant indépendant de. a. Du reste, N est nul, puisque, 
pour @ voisin de zéro, la partie imaginaire du second membre est 
NT (tk - : fu 
voisine de — + 2Nirz, alors que celle du premier membre doit ètre 
comprise entre o et tz. | 
On a, d'autre part, à cause de la définition du logs, (¢), 


@, 
Done la valeur primitive de f É(u — a)du peut finalement s'écrire, 


eo 
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après réduction provenant de la formule 
tk 
1,93 — 139); = Bar. 


sous la forme 


On 


t(u—a)du=— n;a + logow;+ 108: (a) 


+ 
— 
13 
| 
Is 
| 
bu 
© 
sf 
w 
a 
ha 


=) + log, (0)|. 
Donc la quantité (2u + 1)iz est égale à l'expression entre crochets, 


laquelle est bien effectivement indépendante de a. On a d’ailleurs, par 
une formule connue, 


et, par suite, 


3 IT TO) 
logs G) = T Tee + logs, (0) 
1 


sans ajouter de multiple de 227, car les deux membres ont la même 
Oe a abo NUL 
partie imaginaire égale à —- 
Réduisant, on trouve finalement 
B —=— 1]; 
d'où enfin pour A l'expression suivante : 


Bae ee FRET ; ES 
(9) A=tlogZ— 21 login (2 loez) pM maria a LE D loggo;. 
Ath 


On peut retrouver ce même résultat, peut-être plus rapidement, par 
le procédé suivant : Intégrons d’abord par parties l'intégrale qui sert 
de définition à A. Nous avons de suite 


. 120, . 2), : 
A mG log Rd — Lf [logo(u — a) — loga,(u — a)]du. 
0 


on ga(u—a) Jo ms 


La partie tout intégrée, par une transformation facile, devient 


ai log Si Bae — pilog( =" ) 
Pos(2u—a) \asa 


1 


DS A 


\ 
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Ensuite les formules (CVI) de l'Ouvrage de Tannery et Molk nous 


donnent 
DT tt 
« ages 1 cos Soe ) 
20); nw G)i 
és = —— —— 
T 


logou — log in, + logsin =" a PU — 7) 


Tu \ 
æ »g(: — cos P=" ) 


, ees 


logo vz mu? +> 
63% = — ——— — — : 
Se 204 par) 

1 


De la nous tirons, pour A, 


. ZW, 
: ca np Oe i . F(u— a 
A —2ilog| — —ailog 22 + f log sin ( ha 
\o,a T 


6h Jo 20; 


be’ 2@ 
24 q’ od red pr(u—a) 
Dread [: 20), 1 seu 


P 
(10) = aitog(2£ DL MLD TETE 


i 20), n(u—a) 
say fi log sin SA"? du. 


CEA 


D 8 pag cht 


c'est-à-dire 


en dm line 


Nous sommes donc ramenés à l’intégrale 
20, 


t : 
(11) 1= — logsin 
1 J 2 in Pr 


aty tt 


T(u—a at : 
ele EUR = — logsiné de, 


en posant 


on voit de suite que l’on a 


Considérons maintenant le parallélogramme de la figure 2, d’abord 
supposé écorné aux deux sommets o et =. 

Sur les petits arcs ainsi tracés, l'intégrale de log sins est infiniment 
petite, et, comme cette fonction est hoiomorphe dans le parallélo- 


s 
il 
| 
Ss 
A 
Il 
> 
= 
= 
\| 
R e 
Te 
res D 
: 5 
ee 
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gramme, on a 


w+ 7 fe ‘ À 
"à logsiné dt = f logsin 4 dt +f logsint dt +f logsintdt=o. 
{ : 0 Lo+T 0 


Q 


_ Fig. 2. 


to tot 


Tv 
ge , 0 . . 
L'intégrale f log sint dt est classique, et sa valeur bien connue 
à 


est — zlog2. D'autre part, on a immédiatement 


v9 0 lo 
in log sin t dt = logsin(z + w)dw — - f log(— siné) di, 
GRR on", to 0 


t 


de sorte que la différence 


T : 0 
: da log sin t dt - f log sintdt =D 
+k G 


0 


se réduit nécessairement à +77/,. Il faut préciser le signe; à cet 
effet, écrivons la différence sous la forme 


0 
D ef [logsin( + ¢) — logsin¢] dt 
te - 


et voyons comment varie log sin(¢ +'Àx) lorsque ¢ est un point du 

segment 0, 4, et que À varie de o à 1. On peut poser dans ces 
conditions 

t=— a'— ip 
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nent ILLAT as 


OCALT,  p So. 
sin(t+ir) = X +iY 


X+ ch£'sin(2r —«'), 
‘= — sh’ cos(a’ — Ar). 


L 


Supposons d’abord & < =; une discussion facile montre que si A 
varie de o à 1, X s’annule ayant Y, et que le point (X, Y) décrit une 
courbe telle que (1) (fig. 3), alors 


 logsin(t+r) —logsint ir, 


Fig. 3. 


Fos ee ; 
et ilen résulte | 
Ar. D=— iT lo. | 


contraire a >= Z, on trouve aussi facilement pour le point (xe y) 


RAR 


nig irbe telle que celle de la figure 4, et la conclusion reste la même. 
nalement nous avons ‘ 3 a 


gt ; 
1 “logsinede = irt— rlog2 Na 
‘a ‘i 


« Le ; [ o (Fl0g2) a æ q? A 5 
peace) | Hallo do + HD a 
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On peut transformer d’une facon commode la série qui intervient 
au second membre, 


Si eee Ç q? 
Sh ————. 
Lae 


Fig. 4. 


Pour cela, rappelons d’abord la formule suivante (CV, 4 de l’Ouvrage 
de Tannery et Molk) : 


co an 
logsn(2Kv) = 2log3,(0) + 1s() —~y—_t— (2sinrre); 
1 


ring" ) 


le symbole Is(e) désigne la fonction logsin(v) précisée comme 
1 


l'indique Tannery. Dans cette formule, faisons ¢= =>; il en résulte 


D | 


Is( ) = 0 (cf. Tannery, t. IV, p.99): par ailleurs, on sait que snK =1. 
Par suite, il vient 
Goo 


= 1 
aera 2 


log3,(0); 


ceci nous donne donc une partie de la somme S. Il resterait à évaluer 
la portion 
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Or, celle-ci peut s’écrire 


Del Te gti 


s'= Sete. 


r=T pi 


up par rapport à l'indice r, en utilisant la formule — 
Met 4 ae 
Ea | ob pick ate ot og(1— x), 
où il n’y a pas d’ambiguité pour le logarithme, tout étant réel; 
il vient 
28!=— log(1— 9?) + log(1-— q*) — log(1— 9°) + log(1— 9*)...- 
Or, les produits infinis g, et g, de la théorie des fonctions elliptiques  « 
sont définis par les formules 


qo=(1— 9*) (1— 9") (1— J*) - ss 
Ga (tg )it—y") Gg") =. 
Passant du module g au module g?, nous aurons donc 
Qo= (1—g*) (1 9?) ooo 
Q; = (1— q?) (1i— 9)... 
Mais on sait qu’on a 
Qo= God 
Qs = 9:93 — oA 
et, d'autre part (formule XXXVI, 2), 
Fa(0) = 4095+ 
Finalement on en conclut pour S$ la valeur suivante : 


Jo, 


? 
q3 


1 I * 
S = 5108( 9093) + = 108(9097) = log(go91972) = log 


ce qui permet de mettre enfin A sous la forme 
\ . a AN als ia $ | 
:(12) A=— 2 ilogeas( log’) 4+-tlogZ— où log + he log 


Cette expression ne diffère de celle précédemment obtenue par un 
autre procédé que par la partie indépendante de Z. Il est facile de cons- 
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tater que les expressions en question sont exactement équivalentes 
Cela revient à démontrer la formule 


ar Res ne 
(G3) —2ilog— + hilog® = — n+ © + injos—ailogew, =P. 


‘Or, tout d’abord, la relation 


ut 
N1®3 — N30) = re 


permet d’écrire la seconde expression de P sous la forme 


P—=—rT+nt+iosnt— 21logou;. 
Puis, exprimant cw, en fonction de S, (=) »ona 
4 œ T 1 1103 
logoow, = log2u, + log3,( - ) — logS), (0) + —=3- 
2 204 
La formule (Tannery, XXXVI, 2) donne par ailleurs 
log3' (0) — logan + 3loggy+ z loge, 
Be Wy 
dy G)= — 19 


Transportant dans P, il vient après réduction 


ge 


RL 
ci Co) = iq. *q093- 


or T a qo 
P= Plea: PEG 
ce qui est la formule à démontrer. 

Nous avons un peu insisté sur la détermination précise à adopter 
pour l'intégrale A, parce que cette précision est indispensable pour 
une autre recherche. Dans la recherche actuelle, nous serons amenés 
à constater que la modification de Q,(Z) par une certaine constante 
n’entraine pas de modification essentielle dans la théorie qui nous 
vecupe actuellement. 

Une fois calculée l'intégrale qui donne la fonction Q,(Z), et repas- 
sant ensuite à Q(Z) par la formule (3), on devra revenir du plan Z au 
plan = au moyen de la formule 


dz =e df, 


195 HENRI VILLAT. 
qui s’écrira sans difficulté 


(14) de = ian =— 1e ei dl, 

. La correspondance entre deux points particuliers (des contours. par 
exemple) suffira pour préciser la constante d'intégration, laquelle ne 
joue aucun rôle important. Seulement, à l'anneau siveulairt, supposé 
par exemple coupé le long d'un rayon (qui serait supposé avoir deux 
côtés), il correspondra par cette formule une aire du plan 3, qui sera 
en général conforme au dessin de la figure ci-dessous (fig. 5): les deux 

Fig. 5. 


Le 


it Te 


lignes correspondant aux deux bords du rayon susindiqué ne seront 
pas en coincidence ct l'anneau du plan s ne se fermera pas, du moins 

de lui-méme. Il faudra, pour que cette condition soit remplie, imposer 

aux arbitraires du DébIÈUS une « condition de fermeture », qui 
s obtiendra immédiatement comme il suit : 

Envisageons dans l'anneau du plan Z un contour fermé quel- 
conque C, (fig. 6) intermédiaire entre les deux circonférences limites 
et entourant une fois la circonférence intérieure; C, pourra être, par 
exemple, une des deux circonférences extrêmes. A cette courbe C, 


correspondra dans le plan = une courbe c, qui devra être une courbe 
fermée; cela exige la condition 


(5) fee dl, = b. 


ey 


| 
| 
| 
| 
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Cette condition, nécessaire, sera aussi suffisante pour assurer la 
représentation dans les formes voulues. En effet, si, partant d’un des 
points M, ou M}, en coincidence sur les deux bords du rayon ci-dessus 


Fig. 6. 


choisi, on décrit dans le plan Z les deux bords de ce rayon, les deux 
portions de courbe que l’on obtiendra dans le plan z viendront égale- 
ment en coincidence; le point de départ sera en effet le mème, et en 
chaque point des lignes décrites l'élément d’arc sera le même en 
grandeur et en direction, puisque le ds sera le mème. Il suffira donc 
d’expliciter la condition (15), qui équivaudra du reste à deux équa- 
tions, concernant la partie réelle et la partie imaginaire. Ces deux 
équations serviront à déterminer les arbitraires qui pourront rester 
dans la formation des fonctions ®(s) et W(s) intervenant dans la 
fonction Q,(Z). Bien entendu, les susdites conditions ne seront 
généralement pas vérifiées d’elles-mémes; un exemple concret suffira 
plus loin à mettre ce point en évidence. 

Il est cependant un cas-où la fermeture s’opère d'elle-même sans 
que l’on soit obligé d'utiliser ces relations. C’est celui où la figure dans 
le plan = possède ire axes de symétrie rectangulaires. Dans la corres- 
pondance entre les contours, on peut alors re. s'arranger 
pour que quatre points situés aux sommets d’un rectangle de centre O 
et de côtés parallèles aux axes répondent dans le plan Z aux quatre 
sommets d’un rectangle analogue. Prenons alors pour courbe UC, le 
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cercle [Z| = 1(Z— e“); en posant 
Q (Z)=9 + iT, 


Q,(Z) = +, 


la symétrie par rapport au premier axe, Ox par exemple, entraîne 
visiblement . 
@(2n—s)=— O(s)+ 7, _ 
T(2n—s)= T(s). 
D’autre part, on a sur C,: 
8, (s) = @(s) —s, 
T, (s) =T(s). 


On en conclut donc immédiatement pour la condition de fermeture 
2r 2x 
1 ef (Ox) +:T9 eis j ds — 0 = e—Tis) +i (s) ds, 
0 E 0 


et on la met sous la forme 
™ x x : 
f eTHiO 6 ds -{ e-Ts+19's) ds — 0 ef e-T') sin@(s) ds. 
0 0 : ry 


Maintenant, la seconde symétrie entraine 


@(x—s) —— @(s), 
T(x—s)= T(s). 
On en conclut aisément 
us 
z 


Tv 
if etn sin@(s)ds=— f e-T) sin@(s) ds, 
x 0 
2 


et par suite la condition demandée est vérifiée d’elle-même. 

Le même calcul prouve que, dans le cas d’une seule symétrie, la 
condition générale de fermeture ne fournit entre les données qu’une 
seule relation. 


. Nous allons donner de ce qui précède une application concrète, 
dans un cas correspondant à un problème de viscosité dont nous par- 
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lerons ensuite, cas où le domaine du plan z, qu'il s’agit d'étudier, ne 
possède aucune symétrie. 

Ce cas est celui où le domaine est constitué par le demi-plan supé- 
rieur du plan 5, avec une coupure rectiligne PQ. Imaginons notre 
fluide auxiliaire en mouvement autour de PQ, et tracons la ligne équi- 
potentielle qui aboutit à P (fig. 7). Cette ligne se termine d’autre part 


Fig. 7. 


J 


+ 
‘ 


: 


‘ 
‘ 
. 
, 
‘ 
a 
U 
i 
‘ 
0 
0 
Q 


en un certain point R de l’axe réel ; nous conviendrons de compter les 
valeurs de l'angle @ par continuité, en prenant à partir du point R, du 
côté droit, la valeur zéro; de sorte qu’en imaginant que le mouvement 
général du fluide se fasse dans le sens positif trigonométrique, 
l'angle © sera nul sur toute la portion de l’axe réel qui est à droite du 
point R, et égale à 27 sur toute la portion à gauche. Nous appelierons 


de plus 27: l'angle (entre = et + ) que fait PQ avec Ow; en 


sorte que l’angle @ sera égal à — à sur le côté inférieur de la coupure, 
et à x — à sur le côté supérieur. 

Ceci posé, faisons correspondre le ot R au et Z= 1; nous 
aurons alors la correspondance générale qu’indique la figure ci-après 
( fig. 8). La ligne équipotentielle PR correspond à la portion du demi- 
axe OX situé dans la couronne; au point à l'infini sur Ox correspond 
le point Z = ce", au point Q correspond le point Z = ge™. 

Entre les constantes ainsi introduites, la condition générale de régu- 
larité impose la relation 
(16) 281 — Sj 2% +20. 
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Puis en appliquant la formule générale de calcul de la fonction Q, (Z), 
on voit immédiatement que l’on obtient cette dernière fonction en 


Fig. 8. 
Y 


ajoutant à l'expression A déjà calculée la quantité suivante : 
27 
(17) B= nd (as) ds — ae. “a(a— ots) de 
nr J, T 
of “e(a— 2s) ds. 
T F \ Li 


Un caleul fort simple met cette expression sous la forme 


B= log — 20) 


À 6 @ : ; 
et 2tm (: = =) (o, — 7 log) = QE log | FRS oor ha > 
Pe 7 (a = si) 
/ 


d’où encore, après transformations faciles, 


( ~logZ — ts) 
(18) Q (Z)= À +B = OG——— — — 
CA (3 log’) as ($* log7 — ms) 


“UNS 0 
+ [i+ ol Cas =)| logZ + const. 
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Nous déterminerons la constante de façon que pour Z= e“, avec s 
positif et très petit, Q,(Z) soit égal à une imaginaire pure (dont la 
connaissance revient à celle de la vitesse au point R). Choisissons pour 
les logarithmes les déterminations principales; on voit tout de suite 
que l'on-peut prendre nulle la constante en question; en effet, dans 
les circonstances que l’on vient de dire, Q,(Z) se réduit à cette con- 
stante, qui doit être imaginaire pure; or nous avons déjà vu que l’on 
pouvait, sans rien éhacee d’essentiel, ajouter ou retrancher à Q,(Z) 
une constante imaginaire pure. Dans ces conditions, nous prendrons 


donc | 
ot (Filo 1% \ 
UT °8 ee | 
ON G)4 e an 
NEED 
+ [i+ Aura (: + 2)| logZ. 
“Has T / 


Pour plus de commodité dans la suite, nous passerons des fonc- 
tions o aux fonctions 3; par des formules bien connues, on écrira 


(19) Q,(Z) = ilog 


log Z sy iy 


a (Filogz — Ss) = Pees, (RE - Sp) 2% (See — 27, ‘ 
Li] 7 7,(90) - 


2ÈT 2T 
: . rl log Z \? 
CIE rl oe ) 2m (sa) 
nf) l'es )e rae 
r ore So |? 
6); 0 6) iy" i ae logZ + =) 2010 (sre cary) d 
as(Ptlog2— 2s) = 575% (SE ~ an) © : 
d’où, par substitution, 
2 (SEE — =) 
en : 2ÈT aT 1%, fe à 
BOSS rae TRE) Te (5) — 281) log Z+ ilog Z 
s, (SE) a. (Se aT 


2n,0 Ô 18, 5? 2194 (0) | 
ca (1+ =) togt + i | 3 mc Hea jor oles eo 


‘ 


Le coefficient de (2% logZ) sera nul en vertu de la condition (16), et 
- \ de M ’ 


14 


204 . HENRI VILLAT. 


l’on en conclura 


> (52) (tee — 2) 
(20) eh df, = à 
si ( ge =.) ) 
| ‘\ ait 2T 
a étant une constante réelle. 
Formons alors la condition de fermeture, en intégrant sur le 
logZ 


chemin C, formé par la frontière intérieure |Z|= q. Le point ¢ = — 


décrit dans ces conditions le segment rectiligne qui va du point =7 au 


> 1 . . . A : 
point =+ + 1, et il vient la relation nécessaire 


rte So 
2 3,(t)S, (— 2) 
D RT Fae 


so Si 
#(— 3%) 
2T 


Nous simplifierons cette équation en faisant le changement de 
variable 


(21) 


= 0. 


mid 


=. 
t= — +v, 
2 
On aura 


S.(v)3 ( =) 
1~) +] — — 
(22) ivi SORTE ee 


Considérons maintenant la fonction 


s 
>; (vy Sl pie 
=1(v) 5 (0) 


Gi) ae eng meer à 


s 
32 (: die 
+ 
de, 


a 


ann 
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Les formules classiques de la théorie des fonctions S donnent de suite 
les relations 
p(vo+1)=oœ(s), 


Mi AVES Ce (w}3 (o> x 


o(s —+- tT) SS A eS ee = ef (So— 254) o(v); 
Sy ain 5 rca Joe (° “3j a) 


¢(v) est donc une fonction à multiplicateurs constants. Prenons le cas 
général, où le second multiplicateur ne se réduit pas à l’unité; nous 
envisagerons le cas particulier ici négligé, à propos d’un problème 
que nous étudierons ensuite. Dans ces conditions, nous choisirons un 
élément simple de la forme 
5, ¢ ae ts x) 
27 


sr NU) 


(«== const.) avec les mêmes multiplicateurs; le résidu de g(v) 
pour ¢ =o sera égal à 1 en prenant 


7,(0) 


= ([S5o—281\? 
3 ( 27 


choisissons done précisément 


(23) ae 7 ae (*=) <a 
| ——_ 


Si La 
P=—+— 
27 2 
en posant 
s T 
Ga oe LH, 
27 2 


on a un développement de la forme 


P P ae ce 
D ("= rs + FT + série entière en h; 
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on en conclura que la différence 


est une fonction doublement périodique aux | multiplicateurs 1 
et e“-*), et dé plus ne possédant pas de pôles, donc identiquement 
nulle. On a donc 


(24) (9) = Pig (ei) Par (5). 


Dans l'intégration que nous devons faire entre les limites o et 1, le 
terme en g’ donnera zéro, puisque la fonction CE admet la période 1. 
D'autre part, l'intégrale 


est essentiellement différente de zéro; en effet, si l’on revient aux 
fonctions S, en utilisant les formules relatives à l'addition de 3 


à argument, la quantité sous le signe somme devient l'expression 
essentiellement positive 


au facteur-constant près 


Si donc nous voulons satisfaire à la condition (22), il est nécessaire 
(et suffisant) que le coefficient P, soit nul. 


Or on a 
Fe \ 
i (Sy— 254) ts (+ Silke DE err ) 
a ee = +1) Be ot Bi ee ee 
alse: 3?(4) 


I suffit donc que le résidu de la fonction 


—— 


EEE 
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soit nul. Mais il yient 


3?(h) Sh (0) [1+ Ah?]. 


De sorte que le résidu est 


Pte finer ne), à in lon | Le 
ro) + (AS*) = (3) | 


La condition de fermeture peut donc s’écrire sous la forme 


3! a+) ou cSty 
“\ on ‘\on : 
(25) UT “PEt es Fee 
| cs 1 99 1 
| a oi) ee) 
7, (#) 
3, (9) 


Mer) CNE Vas ea) 


3(°) S(—°) © (re) 


Or le quotient est une fonction impaire, et l’on a 


ë Ss ; Pr 
Nous en concluons, puisque — est par définition entre o et 1, et 


— $ à . , # 4 
ue © est entre — 1 et +1, que l'équation précédente possède les 
q er , ’ 
deux solutions évidentes 
51 — So Si 
2T 2T 
et 
Sy EE So on 
I ns 
2T 27 


c’est-à-dire 34 
- 28, — S95 =0 ou 28, — Sg—2T. 


Or, on a déjà 
284 — So 27 + 20. 


Ces solutions évidentes sont donc à rejeter, en général. 
Si l’on se placait dans le cas particulier où a= 2 la solution serait 


14% 
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jout à fait évidente par raison de symétrie: on devrait avoir 


SE AT el Soh: 


' La relation ci-dessus serait bien vérifiée, car on sait que l'on a 
SN = 
A a ie 3,(1)=0. 


Pour le cas général, observons que la variation de la fonction ©, (+) 
dans l'intervalle o, 1 est bien facile, et qu’elle correspond au tracé 
ci-joint (fig. 9): la variation de logS,(¢) est donc de même nature et 


whe eww een oH 


o 


1 
: 
i 
' 
‘ 
1 
1 
! 
‘ 

a 
2 


dans l'intervalle — 1, +1, elle correspond au dessin ci-joint (fig. Lo). 
Ceci posé, l’équation à résoudre peut s’écrire, avec de nouvelles 


notations évidentes, 


. 


; avec a+ b=:x 


lig Xo) ‘ 


T-—…——pe 


Fm 


mm ee 


i 
é 


D F----------- 


"1 1 


ei 1 


D 


dep. 


, . Si —S$ NT né 
les points d’abscisses a = et b = 3, sont donc des points de la 


figure ro où les tangentes sont également inclinées sur l'horizontale, 
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be. L a0 ane ; il = ; : £ 
en sens contraires. Au voisinage de la valeur 6 — =, il résulte immé- 
2 


diatement de ce que l’on a constaté il y a un instant que ce sont les 
points A et Bqui conviennent. Au voisinage de 8 = o, pour lequel on a 


Si — So s 
= 2 


les points correspondants se placent sur une même horizontale, puis, 
si à change de signe, ce sont visiblement les points A’ et B’ qui con- 
viennent. Dans tous les cas, on voit sans peine la facon dont varient 
les points à choisir sur la courbe. Ceci permet, étant pris par 
exemple s,, de calculer s, ou inversement. 

I est d’ailleurs évidemment inutile de considérer à part le cas 
où 6 serait négatif, ce cas ne différant du premier que par une symétrie 
par rapport à un axe vertical. 


Donnons ici une application de ce qui précède. Supposons que PQ 
soit la section par le plan «Oy d’une lame de très grande longueur 
dans le sens normal à ce plan, et que l’axe Ox soit la trace sur le même 
plan, d’une paroi plane indéfinie également normale à xOy. Suppo- 
sons la plaque mobile avec une vitesse constante U normalement 
à æOy, au sein d’un fluide visqueux remplissant tout l’espace du côté 
de la paroi qui contient la lame, ce fluide étant initialement supposé 
au repos. Imaginons le régime établi, et soit le coefficient de visco- 
sité. 

On sait que la vitesse du fluide en chaque point = (ou à, y) est 
fournie par la valeur de la fonction harmonique u(x, y) qui prend 
sur Ox la valeur zéro, et sur la lame PQ la valeur U. Passant du plan s 
au plan Z par les transformations détaillées ci-dessus, cette vitesse w 
devient une fonction u(X,Y), qui est évidemment fournie par une 
équation de la forme 


(26) a(X,Y)+ie(X, Y) =AlogZ, 


où A est'une constante convenable, que l’on constate immédiatement 


être égale à 
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La théorie des fluides visqueux nous apprend ensuite que la force 
= : 0 
de frottement le long de la lame est une force tangentielle pS ds le 


long de l'élément ds; or, les propriétés les plus simples des fonctions 
harmoniques associées nous donnent 


ae ee 
p< ds =— p dv, 


et comme p ==— "1 argZ, la résistance due à la viscosité dans le mou- 


Ts 


vement de la lame est, dans le sens normal à wOy, et pour l’unité de 
longueur de Ja lame dans le même sens, 

2 200; 
(27) R= er BU, 

Il convient de rapporter cette force a l’unité de longueur dans le 
sens transversal PQ. Pour cela, il faut connaitre la valeur de PQ. Ce 
résultat va se déduire sans peine des considérations antérieures. 

L'emploi des formules générales établies plus haut donne, pour la 


longueur / de PQ, 
qe 
If |as|, 
J 


l'intégration devant se faire le long de la circonférence de rayon g; en 


y posant Z=qe', et par suite logZ = — = + us, il vient pour ds 


(25) (ae ~ +.) 
a2 pita 2 Ee gil igem ah A aim Noi ut 
PY On, .4 - (ee , 
: TT =< 1) 


t 24 
ou encore 
,( + ) (5 + p— rs) 
3 = 90a dv = = = © eel loy—20y) 21(P) 21 (0 — 90) 0) 7 
gt (2 +? — ae si (9 — #1) je 
1 2 1 
en posant 


0 
= —) = 
2 1 


ea 
27° 
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et, par suite, 


(28) l=ao fae ay 


4, ("— #1) 


nf Ber felomind)-a(-o- 3) 


On a posé 


C/ + 
DEAR Je | 71(0) 1 ( = y+ 204) 
MDE Acie Tea 7 V0 


et les nombres P, et P, ont le méme sens que plus haut. 
Nous sommes done amenés à effectuer le calcul de Pintégrale sui- 


vante : 
CA (mei SSS 3) 
2 


“(3 inf" (mn EE 1 d 
(30) CET 5) sas 3(u—+ 8) p 


” 
= = (0) gmoney f 3 (5 = Vo) dv 
a [am ° 
3, (20,— #0) se. CARTE : 


Nous y parviendrons en employant un procédé assez analogue à celui 
que j'ai utilisé dans un Mémoire récent [Sur un calcul de résistance. 
(Annales de l’École Normale Supérieure, t. XXXV, 1918)]. 

La théorie des fonctions elliptiques nous fournit la formule suivante 
(Tannery et Mork, formule CVII, 6) : 


a oo 


NO AON  4sinra > D out eae À at à (2n—1)a]. 
ES 3 


1 1 


1 


En y changeant b en (2 + 1h il vient 


2, 
DR € GERS “Dae Gr) sinr[amb + (2n—1)a]. 
+] 4 


a et b sont deux arguments BGR RTs Ve assujettis seulement à 


hea ‘ray G caves ‘ 
cette condition, que la partie réelle de = et de = soit comprise entre la 


partie réelle de 2 et cette même quantité changée de signe. Cette for- 
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mule est donc ici applicable en remplaçant a et b respectivement par 
les nombres 26, — ¢, ete — 9,; il vient ainsi 


J, (0) 34(¢ + 1 — #0) 
En (261— %) 3, (9 — 4) 


oo oo 

= m(2n- eine] LES — 

= fant 27 +> a q sinr[2me+(2n—1)0,+2(2n—m—i)r,]. 
1 1 


Par suite, en intégrant terme à terme, ce qui est manifestement licite, 
on obtiendra 


. oo) [- -] (2n 1) 
* 7 . “ men 
J= At eiT i261, — Pp) i Po LE TONG 
4 sinn(20;— 9) ys os 2mm 
. 1 i 


x [cosn[(2n —1) + 2(22 —m—1)%] 


—cosn[(2m+ an —1)60+2(2n — m — vol) 


ou encore 


‘ 


œ © 
(31) J = 27 eth iv) a. rs he Ds 5 Kiss) qin (2a 1) 
2SiNT(2P; — 09) rt et a 
EL 


è É I 
< sing meysinn [ (mea— :) Pot (22 — m—i)e | i; 


A son tour, le coefficient de P, peut se simplifier; on a 


2 
7110) as (= =) En (+ Ci — 5) 
~ 5, (2% — 0) (na) "y RTE ; 
Ee 2 2 
ce que l’on transforme sans peine en pk 
a 2. 
(32) | L= sits lec, << | PLACE 


Explicitons enfin P, et P,; à cet effet, on trouve au voisinage du 


pole de 9(¢), en posant ¢ = 9, + 3 +h, 


>) — CT (m+ A)Sy (0, — Lo + ie 
g(v) =e stent 


Mh. ER CG Ge le men AF age ne de + me 
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d'où 

(34) Py = elo) [3 (01) Sy (0 — %) + 5,(01)3, ("y =z Wd, 
ee SF (0) 

(35) P= ER (Vo — 204) Bio) (nv), 

| AS 36 (0) « 


L1 4 . . 
d’où enfin, en transportant dans /, l’expression suivante : 


5, (61) 3h (1 — 0%) +54 ( 01) (6 — 5) 
“+ à 


gus 2n—1) 
>) he 
Nice mr 


: ; 1 : 
X SINT MF) SINT (n =. :) Sy + (27 — Im — ei | | 


(36) l= 4rao, 


eas OE Ss Oe he . 
Fo) Fi (arroyo) 3 ("1 — %)]- 


En conséquence, la force résistante R qui s’oppose au mouvement de 
la lame, par unité de longueur, celle-ci comptée, dans le sens PQ, sera 
donnée par la formule 
iw, pe U 
(37) Ra, 


63 L 


Dans le présent paragraphe, nous étudierons un autre problème 
concernant les fluides; mais il s’agira cette fois d’un fluide parfait 
dénué de viscosité, dont on envisagera le mouvement lent, parallèle 
(aux grandes distances) à l'axe Ow, lorsque d’une part ce fluide est 
supposé limité par un mur constitué par Ow, et d’autre part rencontre 
un obstacle circulaire qu’il baigne entièrement, le mouvement restant 
continu, sans qu'il se forme de nappe de discontinuité à l’arriére. 
Nous supposcrons en outre, pour l'instant, que le mouvement soit 
acyclique, c'est-à-dire que le potentiel reste uniforme; en admettant 
que, par exemple, le potentiel soit nul au point de bifurcation du 
courant à l'ayant du solide, la valeur 9, atteint par ce potentiel 9 au 
point de raccord à l'arrière, sera la mème, que l’on ait suivi un bord 
ou l’autre du profil. Nous ferons par exemple | = o le long de Ow, en 
appelant la fonction de courant, et nous appellerons Ÿ, la valeur de Y 
sur l'obstacle. Les domaines des plans s et /(= 9 +7) se correspon- 
dront selon les dessins ci-après (fig. 11 et 12). 
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Observons, avant d’aller plus loin, que la configuration que nous 
étudions n’est pas la seule possible parmi celles qui correspondent au 


Fig. 115 


même obstacle ; on verra un peu plus loin comment on peut obtenir le 
cas du mouvement cyclique. 


Fig. 12. 


te € ’ 


u, vy représentant la vitesse en un point du plan z, on sait que l’on 
aura 
d P 
a —u—lv. 


Le procédé que nous suivrons consistera, puisque fest une fonc- 
tion uniforme de 3, à effectuer la représéntation conforme du plan f 
sur le plan s, par l'intermédiaire d’un troisième plan Z que l'on va 
définir, et qui servira à faire la représentation des deux plans f et 3 
sur une même couronne circulaire. 


nt 


ES 
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Écrivons l’équation du éercle donné du plan z sous la forme 
wm 4-y'— gay + b= 0 : 
_ et faisons la transformation représentée par la relation 
(s+ ib) (Z' + tb) =— 6. 


Un calcul élémentaire montre que le cercle se transforme en le nou- 


veau cercle 
b3 


12 12 ! — 
x? Y Her — 


oO. 


A l’axe Ox correspond le cercle concentrique 
X? + Y%+ bY'=o0. 


Au domaine considéré dans le plan z correspond une couronne circu- 
laire comprise entre les deux courbes ci-dessus. 

Par une homothétie préalable faite dans le plan z, rien ne nous 
empéche de prendre pour valeurs des rayons de ces deux circonfé- 
rences les valeurs 1 et g(<1); il suffit pour cela de supposer 6= 2, 


et l’on a ensuite 
a—2 


ARE (ea) 


v= 


Posant ensuite Z’+17= Z,, on transformera le domaine annulaire 


Fig. ‘13. 


ci-dessus en un nouveau dont le centre sera placé à l’origine (fig. 13); 
on passera alors de z a Z, par la relation : 


= P F . 4 
Fr Euai à EEE a 
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Il faudra maintenant passer du plan Z, au plan /; or, les para- 
graphes précédents vont nous permettre d’y parvenir. Placons dans un 


Fig. 14 
MA 


= 


nouveau plan Z une couronne dont les circonférences limites soient 
séparées exactement comme cela avait lieu pour le problème du para- 
graphe antérieur (cf. (fig. 8). 


Nous sommes en effet dans un cas particulier du cas étudié ci- 


dessus, où le segment PQ est horizontal. La liaison cherchée entre les 
deux plans est done exprimée par une relation de la forme 


> (S82) =. ( logZ po à 
ox di, Voir air “ 
3 f= — Re Ee ee 
(39) af 27 LZ a load, 
i ( wt — 1) 
en posant 
A Sy Si 
Fo —= Fi ‘= Ft 


Entre ces constantes on aura fa relation (16), précédemment reconnue 
nécessaire; cette condition se réduira ici à 


(4o) safe bi 


Nous sommes alors dans le cas spécial écarté de l'analyse ci-dessus, 
cas pour lequel la fonction ?(+) admet les deux périodes 1 et +. Les 
calculs relatifs à la condition de fermeture ne sont plus ici applicables 
et nous n'avons pas le. droit de prendre l'équation de fermeture sous 
la forme (25), qui serait du reste inexacte, et qui doit être remplacée 
par une autre que nous écrirons un peu plus loin. 

Comme on va le voir, l'intégration qui permet de passer de fa Z 
peut se faire exactement. Commençons par placer la coupure dans le 


PRE ne me mer ri 
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D 
be | 
SI 


plan f. On a d’abord, S, admettant la période: 1, 


ee ( 284 + 2) 


: - 4 ; 7 
oo a7, (CE QT 


Atos me [log : 
oi mi 


(41) df = 


puis, par un calcul facile, on verra que la longueur 9, de la coupure 


est 
& 31(°) 3, (0 — 26,) 

= A0 len 

1 ao [| CORTE $ | 


La fonction | 
AP) File — 2%) 


42 (6) — 
(4 ) (0) 3?(v — 9%) 
est ici elliptique, avec les deux périodes 1 et t. Comme elle a un pôle 
t (> 2 : 
double y=», + 37 NOUS poserons y=, + > + A, et il viendra par 
transformations élémentaires 


3, (¥1 + h)5,(0,—h) 


S2(h) =9,(h), 


(43) O(°)= 
Passons des fonctions 5 aux fonctions ¢c; en utilisant les formules 
classiques, on trouvera 
4a? 3? (0) ETFO yeF— soir 
= (0 poh, 
G( 20,0; + 3+ 20,2) o(20,9;+ 03— 20,h) 
g7(20,h) 


P(r) = 


Or on sait que l’on a, quels que soient les arguments u et a, 


a(u+a)a(u—a) 
—  ——— a— UA AE 
Cuca P had 


par.conséquent, par un changement de notations, 


O( 20404 a+ 20h) o( 2011+ &3 — 20h) 
a? (20h) 
= 67 (20, %,+ #3) [p(20,2) — p(20,%, +s) |, 


et comme on a 
(204 Py + Wz) = CPM" 00:03 (2040), 
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il vient, après quelques réductions, 


Are 
(44) PIE 75) 2401) [Plaark) RAT 03). 


L'intégration est alors immédiate, et l'on a 


J , ,— 4wi 34(#1) 
IRC 


x | 4 [aus (e—r.— 2) —(e =F =) paar 63) k 


| | 

On en conclut, pour 9,, | 
[oct vert” 4 [ao (%.— Pi — 2) +t [a (a+ 2] | 

: __ 4@f roto) ! 


S2(0) P(20:191+ Os). 


Or, on a successivement 


en 5)]r tp (rs 


= (200 — 03) — 20 +6 (90101 + ws) = 2[6s(2018) — 11], | 
et par suite nous pouvons finalement écrire 


4, 33 (0) 


(45) m1 ape | STE [00 200504) — ma] 


2(a9,— 

ee ao rey DSi (opte + &3) ë 

Quant à la condition de fermeture, elle se déduit du calcul pré- 
cédent, car elle s'obtient en exprimant, par exemple, que le parcours 
total de la circonférence intérieure du plan Z correspond à un circuit 
fermé dans le plan f, c’est-à-dire que l’on doit avoir | 


(46) f O(9) duo, | 
Ceci donne dé suite, à cause de ce qui précède, 


(47) P(2011-+ ws) + =o. | | 
1 
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Cette condition déterminera ?, ; comme on sait bien que les inéga- 
lités 
Ny Nh 
—-+e > ra) — + 
an : ? 6), GE 


ont toujours lieu dans le cas normal, on voit que p(20,¢,+;) sera 
compris entre €, et e,, et par suite il y aura pour ¢, une solution 


1 , Q 5 - vd 
entre o et =» et une autre symétrique de celle-là par rapport à =» dans 


è I 
l'intervalle HE 


‘ Observons maintenant que si, dans l’équation (41), on pose en 
général 
logZ 


= , 


cette équation prend immédiatement la forme 
(48) os Af =o a O,(t— 4) at. 


c’est-a-dire 
| Ee re awl — i] — (204%; + @s3){ 
3/7(0) J 1 1 P 191 3) ys 


et que, par conséquent, on aura entre f et Z la relation finie 


(49) pa ess (| xo, bL2e(e— )] — Lp(201P;+ 03)? + const. 


Ceci posé, pour avoir la position exacte de la coupure, il nous faut 
connaître sa cote Ÿ,, ou bien la quantité 7,; celle-ci sera égale à la 
_ partie imaginaire de l'intégrale fa prise pour Z entre les limites 1 


et g. On a donc 


iv, = partie imaginaire de J 


avec 3 
SE & | Pre. 
J - B2(0) sere Ao fo nae Ts) ART 


c’est-à-dire, par un calcul facile, 


J x AC) Le (3401) — 8 (20401) — Ms — 0 p(20101 + Os) 
2, (0) 
5S: 
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Or, les nombres 


Si(*1), S(201%1), $3(201%), P (20; +1 +03) 


sont réels; donc on en conclut immédiatement 
. . 23 (1) 
(50) i= shage Gigs (EE SEP (LS mr 3) ]- 
1 


Dans l'hypothèse p(2,9, + ©,;)= — =, ou lacondition de ferme- 
1 


ture est réalisée, les formules qui donnent 9, et 4, se réduisent a 


2 
Di —— LE re (ave) — 2018]. 
1 
di= + dia g LE 1) (301 — Nos). 


Or, on a les deux formules classiques 


‘ ee 
03(2040)) — 206, = — À ’ 
20) J, (#1) 
it 
1 @3 — Ng @, = =: 


On en conclut 
J, (0) 3, (#1) 
AIR ETAT À 


51 ; D—=— 240 
( } T1 70 3/7 (0) 


2 
(52) s+ nag, outer), 
1 


Comme 9, et }, doivent être par convention positifs, et que b, Pest 


évidemment de lui-même en prenant positive la constante de propor- 
tionnalité (x9,), on voit que le rapport 


doit être négatif; or, si l'on se reporte à la figure 10, on voit immédia- 
tement qu'il en résulte que ¢, devra être pris entre 1 et ~. Ceci pré- 
2 


cise, par conséquent, celle des deux solutions qu’il convient de 


ge 


PL 


x 
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prendre pour ¢, à partir de la formule (47). Au reste, la relation 


201— Fo —=I 


entrainait que ¢, fût supérieur à , puisque 9, devait être positif. 

Il faudra enfin revenir au plan z, dans lequel se fait le mouvement; 
pour cela, il nous faudra passer du plan Z au plan Z, : ces deux der- 
niers peuvent ne coincider qu’à une rotation près autour du centre 
commun aux deux couronnes, puisque l’on peut toujours s'arranger 
pour faire correspondre deux points au hasard sur les contours. Nous 
aurons donc, en désignant par s, une constante convenable, les deux | 
relations suivantes : 


(53) 1,— 67, 
(54) : s=— 28 7—) 
à laquelle il faut rattacher la relation (39) ou (49) entre fet Z. On en 


déduit la distribution des éléments mécaniques dans le plan 3. Notam- 
ment, on aura pour la vitesse (w;,#) en un point 


; ASE (RE gz ro) 
< OUT ey EOL e':Z)? ~*\ orn 2iT ; 
(58) MURS TT ds D 8T£ ef: 21 (SE ) 
a 44 NU 
QT 


Cherchons le point de bifurcation à l’avant, et le point mort à l’ar- 
riere du solide. Ces deux points sont ceux qui correspondent a des 
points de la circonférence |Z] = pour lesquels la vitesse est pale) 
ils correspondent donc à 


logZ T logZ ee 
—— == el 8 v 
QT 2 2iT 


c'est-à-dire à 
Z=q, t=qe'. 
~ Les points s correspondants sont done 


qe El 4 


— FAUNE 73 7 FT FE pee geist) 
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Les ordonnées de ces points sont, par suite, 


ty Ha eT a 2(1— 9") if 
MT + gt 2qsins,’ PE G+ 2q Sin (52+ 5) 
On voit que ces ordonnées seront les mêmes si l’on a 


_T%— So 


(56) . bp pe = 


C’est, comme on va le vérifier, et comme il était à prévoir par symé- 


trie, ce qui se passe effectivement dans les cas normaux. 

Observons en effet que, d’après la formule (55), la vitesse semble 
pouvoir devenir infinie lorsque la fonction ©, s’annule : cela est en 
désaccord avec le sens physique de la question; pour éviter cette cir- 
constance, il est nécessaire que le facteur (4 + eZ) du numérateur 
s’annule en même temps; or les ragnes du facteur S, sont 


ET rer (m et n entiers). 


On voit tout de suite que n est nécessairement nul, et l’on doit avoir 
i+ eS, ET Pit+m) — 0, 
d’où immédiatement 
Tt 
Sgt 27 (1 + m) = + TT; 
or 


So : 
24%,=—% +1=> es rfi 
2T 


donc en faisant abstraction d’un multiple de 27, qui disparait de lui- 
méme dans toutes les formules, on trouve 


c'est justement la même condition qui exprime que les deux points 
d’arrét ont la même ordonnée. 

Cette condition étant réalisée, on voit que la vitesse u,, #,, à l'infini 
le long du mur qui limite le fluide, sera donnée par 


Ug—iery= lim got 4 (01) 3 (1 Mo) _ BPH Tals) Sir — V0) 
ZL=—ie 1 ST CS Z S logZ , pk D S2(0) ? 

ee es). 

'\ ott , 


Leis+i 
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, x bd 4 . . 
c'est-à-dire, après transformations faciles, 


THe Si (6) 


> S2(0) “(5 == O)s 


(57) Tie 


On pourra toujours s’arranger, par un choix convenable d’unités, ou 
par un choix de la constante ao,, pour que cette vitesse soit égale à r. 
Jusqu'ici, dans toute cette question, nous avons supposé qu'il s’agit 
seulement d’un mouvement acyclique autour de notre obstacle circu- 
laire. Or il se trouve que, sans modifications essentielles, presque 
tout ce qui précède pourra s'appliquer aussi à des mouvements 
‘eycliques. Gardons en effet toutes les mêmes équations que ci-dessus, 
jusqu’à l'équation (50), mais l’équation (47) étant exclue; cette der- 
niére était la condition de fermeture dans le plan f. Si nous ne suppo- 
sons plus cette condition vérifiée, et que, partant par exemple d’un 
point du demi-axe réel positif, nous fassions décrire au point Z.un 
circuit fermé dans la couronne, autour de la frontière intérieure, le 
point f ne décrira plus un circuit fermé, mais une courbe telle que 
celle qu’indique le dessin ci-après (fig. 15); mais de plus, comme 
l'intégrale ee 
oS ote if eiQy(Z) dt 
27 Je 
prise le long d’une courbe fermée C de l’espèce indiquée plus haut, 
est indépendante de cette courbe, le point d'arrivée de la courbe F se 
déduira du point de départ par une translation toujours la même; la 
valeur de la constante. que représente l'intégrale est au reste réelle, 
car si on la prend le long de la circonférence |Z|= 4, elle représente 


l'intégrale { df prise le long de deux segments horizontaux du 


plan f (fig. 15). Soit y cette constante réelle. Cela posé, imaginons un 
mouvement cyclique dans le domaine considéré ci-dessus, la cons- 
tante cyclique étant égale à y. Le potentiel, ni la fonction /, ne seront 
uniformes dans le domaine du plan z, mais ils le deviendront si l’on 
introduit une coupure artificielle à l’arrière du solide, le long de la 
ligne de courant qui part du point mort arrière. À cette coupure cor- 
respondra une ligne horizontale double tracée en pointillé sur la figure 15 
qui représente le plan f; et deux points du plan = situés de part et 
d’autre de la coupure, au même point géométrique, correspondront à 


15% 
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deux points différents du plan f, ces deux. points étant décalés, l’un 
. par rapport à l’autre, de la longueur y dans le.sens de l’axe réel. 


Fig. 15. 


Or ces conditions sont justement toutes satisfaites si l’on fait corres- _ 
pondre les deux plans = et / par les équations écrites dans les para- 
graphes antérieurs, dès que l'on y supprime la condition de fermeture 
(laquelle exprime simplement le fait que y est.nul). Le mouvement 
cyclique le plus général correspondant à cet obstacle est donc fourni 
par ce qui précède, en négligeant la condition en question ('). Cela. 
modifie naturellement quelques-uns des résultats. Tout d'abord, nous 
devons, pour les constantes ? et },, garder les expressions, non sim- 
plifiées, suivantes : 


; 2 J : 
(58) p—— “0e 1) — ni + ©, (2¢1— 1) (ae Fy + Os) 


(59) d= siapou, sot) phen taeres tom) I, 


Puis, les deux bords extrémes de la coupure du plan f ne coincidant 
plus, il faut connaître l’abscisse +, du bord supérieur, (9, correspon- 
dant au bord inférieur). Par les mêmes procédés que is haut, on: 
trouve 

1 
(60) ps Po | D(v) de, 


vo 


c’est-à-dire 


2 L , 3 ; 
(61) a EE (au) — 203 — 204 (1 — AUF ACL 3) ]. 


(1) Dans son intéressante Thèse Sur Les solutions multiples des Problèmes d'Hydrodyna- 
miques (cf. le présent volume des Annales de l’École normale), M. René Thiry a été induit, 
pour un cas analogue, à utiliser une conclusion toute pareille (p. 108 de la thèse). 
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Une fois placés ainsi les éléments de la figure dans le plan f, on 
passera de la au plan Z exactement par les mêmes formules que plus 
haut; notamment, on trouvera les deux points morts par les mêmes 
équations. 

Il est intéressant, et important, de: noter que les éléments de la 
figure du plan f ne sont pas quelconques les uns par rapport aux 
autres; les données dans le plan 3, c’est-à-dire la grandeur et la posi- 
tion du cercle du plan z, entraînent, pour les constantes 9,, 2, d,, 
diverses limitations. Observons que, dans le problème actuel, la cons- 
tante », n’est plus déterminée et reste une arbitraire dont dépend la 
question (on pourra disposer de cette arbitraire pour donner à la 
constante cyclique la valeur ae l’on voudra). Ceci posé, envisageons 


le rapport dés deux constantes + + = S(v,); étudions la variation de 
ce rapport; la relation (40), toujours BPRS nous limite pour ¢, a 
l'intervalle - -; i 


Nous voyons tout de suite que 


C3 (24%, ) — My + @,(20;— 1, p( 20,0, + os) 


te — ins + os p(20,%1+ w3)] 


Puis on a 


d'autre part, 
En Miere 6)1 C3 ‘ 
aE) — (13 + 0363) 


Or nous savons (Tannery et Motk, Fonctions elliptiques, formules XXX) 
que l'on a 


qu 1 


son ares Sp 


_ TW, iTu), 


D'autre part, passant du module g=c “* au module g' —e “ par 
les formules | 


; ; 
oO ,— (Gy, 
. ! . 
oy, =— (Ws, RTS > 
; 4 
DONC es: 
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on pourra écrire (Ibid., XXX) 
l2n 
26, (ni QUE &! €) = T° E +S (1 Gr LE ar (a3 + @3€3), 
et par conséquent © 


>, A gens. 

2n JE 
S(1)— ma ileal angie 
dir ~ 4g"?" 
1 2 G+gn) 

1 


Calculons maintenant la dérivée de S(v,). Un calcul simple montre 
que l’on à 


TJ = 88a. — 260 p’(2,0;+ ;)H 
"4 


en posant 
it 


sl oe — Gy Ee a) — 20,0, 7 | 


Le facteur p’(2,9,-+/0;) est négatif dans l'intervalle considéré; le 
signe de H n’est pas évident; mais on a 


d(iH) _ 20,0, ; ns |. 
eo pCauies to) + 2; 


le crochet varie toujours dans le même sens, entre les limites e, + hed 
3 
n i adc 
et e, + — Nous venons de remarquer que ++ était négatif ; 
O3 


d’autre Ratt un calcul du méme genre que plus haut conduit a la 
formule 


hee 
fa m= — ley (t+ ge rie qe)?” 


qui montre que cette dernière quantité est également joue Donc 


il en résulte que la fonction 7H va en croissant; or pour “ire ~, elle a 
pour valeur 
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donc elle est toujours positive. Donc enfin S(v,) est toujours crois- 
sante, et elle croît de o à S(1). On aura donc Doi l'inégalité 


63) el TAN ime G)|, C3 | ee: 
a 2p Se —i(na-+ 36) — ne Le mie 


On étudierait de même le rapport TA 
: 1 


_. Au contraire, le rapport des deux quantités (positives) 9, et o, n’est 
pas limité. On a en effet 


€3(201 01) — 271 — 26 (1 — 0%) p(201 01+ os) 


dou 
(64) U(e) = O13 (24401) — M+ @1 (201; —1) p(204 0, + 5) 


Les valeurs extrémes de ce rapport sont 
U (=) a St OY a 
et 
U(r =e. 


La continuité montre donc que toutes les valeurs positives sont 
acquises par le rapport U(¢,); d’ailleurs elles le sont toutes une seule 
fois, car on a 


un) = sen — 2605 p! (2161+ 3) [F;(20, 1) —27,%]- 
1 
Satta 
Or le crochet est égal (Tannery, formule XXXIII, 8) à = 5, rent quan- 


tité négative; donc l’expression ci-dessus est négative et U décroit- 
constamment, ce qui légitime l’assertion précédente. 


—- —————ai> 0 0 0 aa 


DA 


A ithe we | 
a > ms { 
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PROBLÈMES D'HYDRODYNAMIQUE 


RELATIFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS 


Par M. René THIRY. 


INTRODUCTION. 


Les recherches d’Hydrodynamique concernant les mouvements 
discontinus des fluides et les surfaces de glissement de Helmholtz, 
après être restées longtemps dans un état stationnaire, ont fait à la suite 
d’un important Mémoire de M. Levi Civita (*) des progrès considé- 
rables. En particulier, les travaux de M. M. Brillouin et de M. H. Villat, 
pour ne citer que les plus importants, ont largement contribué à 
étendre le champ des mouvements discontinus connus (?). Si le pro- 
blème consistant à étudier le mouvement permanent discontinu, 
uniforme à l'infini, d’un fluide parfait incompressible en présence 
d’un obstacle unique de forme quelconque reste encore à résoudre, 
les travaux précédents permettent néanmoins de réaliser de tels mou- 
vements avec un obstacle dont la forme, calculée a posteriori, peut, par 
un choix convenable des paramètres se rapprocher d’une forme quel- 
conque donnée à l'avance et présenter avec celle-ci des liens de 


(1) Scie e leggi di resistenza (Circ. mat. di Palermo, 1907, p. 1). 

(2) Pour la bibliographie de ces travaux, voir l'Encyclopédie des Sciences mathéma- 
tiques, édition française, t. IV, vol. 5, fase. 2, et aussi l’article de M. Vizar, Quelques 
récents progrès des théories hydrodynamiques ( Bulletin des Sciences mathématiques, 
t. XLII, février-mars 1918). — Voir également Arper, Traité de Mécanique ration- 
nelle, 3° édition, Chap: XXXVI, et aussi H. Vituar, {perçus théoriques sur la résistance 
des fluides, 1 vol. (Collection Scientia, Gauthicr-Villars, 1921). 
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parenté aussi étroits que l’on veut. C’est dans cette voie surtout tendant 

à rapprocher de l'obstacle général que les méthodes de Helmholtz ont 

été le plus exploitées. Jusqu’aux travaux mentionnés plus haut, les 

mouvements connus se rapportaient seulement à des obstacles formés 
de segments rectilignes. 

Les résultats trouvés n’ont pas été sans mettre en évidence de nom- 
breuses singularités. Les premières furent signalées par M. M. Brillouin 
dans un Mémoire fondamental (') et sont relatives à certaines impos- 
sibilités physiques rendant inacceptable la solution trouvée par 
l'analyse mathématique. On est, en effet, conduit quelquefois à des 
mouvements pour lesquels la pression en certaines régions devient 


négative; ou bien encore, il arrive que le domaine occupé par le fluide - 


en mouvement se recouvre partiellement lui-même. Ces deux sortes 
d’impossibilités physiques sont très difficiles à déceler a priori et l’on 
en est réduit, dans la plupart des cas, à examiner après coup si la 
solution trouvée ne les comporte pas. 

Entin, dans un Mémoire plus récent (?), M. H. Villat a mis en 
évidence d’autres singularités, d’un caractère particulièrement trou- 
blant. Il a réussi en effet à construire, dans un cas simple, par une 
analyse poussée jusqu'à l'application numérique, deux solutions 
essentiellement distinctes, donnant deux mouvements, physiquement 
également possibles, autour du même obstacle, orienté de la même 
bien Rien pour le moment ne peut conduire à préférer un mouvement 
à l’autre, et l’étude de leur stabilité, qui peut-être pourrait les dépar- 
tager, semble encore pour l'instant peu abordable. 

Le but du présent travail est d'étudier de façon plus approfondie 
ces indéterminations signalées pour la première fois par M. Villat, de 
montrer qu'elles ne sont pas à proprement parler d'essence mathéma- 
tique, mais qu'elles tiennent à la nature physique de la question et 
qu’on peut en muttiplier les exemples à l'infini. 

Pour cette étude, j’ai résolument quitté le point de vue des recherches 
mentionnées plus haut et je n’ai pas cherché & me rapprocher de 


Ss — — — —— ——— —"——— ———— 


(1) Les surfaces de glissement d'Helmholtz et la résistance des fluides (Ann. de Phys. 
et de Chim., |. XXIII, 1911, p. 145). 


(2) Sur it détermination des problèmes d'hydrody namique relatifs à la résistance des 
fluides (Annales de l'École Normale, 1914, p.435). 
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l'obstacle de forme générale. Je me suis limité aux obstacles les plus 
simples formés de parois planes. Il est bien évident que les singularités 
mises ainsi en évidence se retrouveront, d’une façon plus ample encore 
sans doute, pour les obstacles courbes. 

J'ai trouvé à cette linitation plusieurs avantages. Elle m’a permis 
tout d’abord de revenir aux méthodes directes de représentation 
conforme de Helmholtz-Kirchhoff sans passer par l’intermédiaire des 
variables de M. Levi-Civita et de M. Villat. L'introduction de ces 
variables, qui a conduit aux beaux résultats que l'on sait pour les 
obstacles courbes, masque néanmoins l’étroite dépendance qui existe 
entre le plan du fluide en mouvement et le plan de la variable Q. 

La méthode directe élimine aussi la première des difficultés de 
M. Brillouin et, avec elle, on est certain a priori d’après la facon même 
dont on construit le problème qu'il ne se présentera pas de pressions 
négatives. 

Enfin, un dernier avantage, le plus important pour le but que je me 
proposais, est qu’il est possible d'atteindre par ce procédé des cas que 
les méthodes générales auraient été incapables d’obtenir, cas dans 
lesquels le fluide en mouvement forme soit un domaine simplement 
connexe s'appuyant à des parois solides réparties en trois segments sur 
la frontière, soit même un domaine doublement connexe. 

Dans un premier Chapitre, je donne tout d'abord un exemple très 
simple où les indéterminations dont j'ai parlé plus haut se produisent 
et où le problème posé admet non pas deux, mais bien une infinité de 
solutions acceptables. Reprenant ensuite l'exemple même de M. Villat, 
je montre qu'il peut être largement étendu et que l’on peut aussi former 
dans ce cas une infinité de mouvements mathématiquement et physi- 
quement possibles, formant une chaine continue dont les deux solu- 
tions du Mémoire de M. Villat sont les extrêmes ('). 

Quelques pages sont ensuite consacrées à une explication d'ordre 
physique de ces indéterminations. Les lignes de glissement intermé- 
diaires des exemples précédents, lignes qui paraissent arbitrairement 


(:) Du reste, cette infinité de solutions était implicitement comprise dans les calculs 
de M. H. Villat, mais l’auteur n’en avait montré la validité effective que pour les deux cas 
extrêmes. 


+ 
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introduites, se produiraient nécessairement si l'on ajoutait à l’obstacle 
primitif un petit segment de plan forçant la ligne de courant à se 
détacher de l’obstacle. Une remarque essentielle consiste dans le fait 
que la perturbation ainsi produite peut subsister, tout au moins pour 
certaines positions de l'obstacle perturbateur, lorsque l’on fait tendre 
celui-ci vers zéro. : ; | 

Cette remarque me conduit naturellement à étudier de façon plus 
précise des mouvements pour lesquels une partie de l'obstacle est 
formée d’un segment de plan très petit. Ayant déjà, par les études 
précédentes des exemples où cette portion de plan fait partie de 
l'obstacle général, j’aborde le problème du mouvement d’un fluide 
autour de deux plans, non reliés entre eux, se présentant normalement 
à la direction générale du courant, me réservant d'approfondir plus 
spécialement le cas où l’un de ces plans est petit par rapport à l’autre. 
__ A priori, trois configurations sont possibles pour les lignes de dis- 

continuité quittant de tels obstacles : 


1° Les sillages (') peuvent être illimités à l’arrière de chaque plan; 

2° Les lignes de jet de l’un des plans peuvent se raccorder de chaque 
côté avec l’autre plan; . 

3° Enfin il peut se faire que le sillage de l’un des plans se ferme, 
l’autre restant illimité. 


Je montre que les deux premières configurations sont exception- 
nelles, qu’elles ne peuvent se présenter que pour des dispesitions 
particulières des obstacles et qu’au contraire seule la troisième est 

générale. 

Enfin je déduis de cette étude, par des passages à la limite appropriés, 
de nouvelles indéterminations hydrodynamiques, et j'ai l’occasion de 
faire sur les différents cas mentionnés des remarques intéressantes sur 
la pression totale que supportent les obstacles. - 

Je tiens, en terminant l’Introduction de ce travail, à exprimer toute 
ma reconnaissance aux Maitres qui ont bien voulu s'y intéresser ct 


————————————————— 


(1) J'emploic le mot sillage devenu presque classique dans eette théorie, pour éviter 
une périphrase et parce qu'il fait image, mais il est évident qu'il faut se garder d'une 
assimilation trop-grande avec les sillages nalurels. 


ee  a————V—_V—_nV— 
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d’une facon toute particulière à M. H. Villat qui m'en a donné la 
première idée et dont les conseils amicaux me furent toujours si 
précieux. 


PREMIÈRE PARTIE. 


I. — Etude d'un cas simple de mouvement glissant indéterminé. 


Le but du présent Chapitre est de mettre en évidence une forme 
très simple de mouvement ayant les mêmes particularités que celui 
étudié par M. Villat et admettant, lui aussi, une infinité continue de 
solutions. 

Nous supposerons qu'une veine fluide, partant de l'infini et y 
retournant, s'appuie à sa droite contre une paroi composée de deux 
demi-plans indéfinis OD, et OD, formant un angle rentrant en O, cette 
veine étant limitée à sa gauche par une surface libre A’ (fig. 1). Nous 


pouvons supposer que le courant épouse complétement la forme de 
la paroi, ou, au contraire, qu’il laisse dans l’angle une plage de fluide 
inerte séparé du fluide en mouvement par une ligne de discontinuité À. 
2 LE CONS ER ee 

{1) Dans toutes les figures de ce travail, les flèches ne se rapportent jamais à la dirce- 
tion du courant fluide, elles indiquent le sens de parcours sur chaque frontière, de facon 
à bien préciser la correspondance d’un plan à l'autre. 
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C'est ce dernier cas que nous trailerons seul, un passage à la limite 
nous permettra de retrouver le premier, 

Nous rapporterons le plan (=) du fluide en mouvement à des axes 
rectangulaires ayant leur origine en O, Oy étant bissectrice intérieure 
de l’angle des plans, et nous appellerons « l’angle-d’inclinaison de ces 


plans sur Ox(o <i a<). Nous supposerons la densité du fluide et 


la vitesse à l'infini égales à l’unité et nous appellerons c la largeur 
supposée donnée de la veine fluide à l'infini au départ. On sait que 
tout le long de la ligne A‘ la vitesse devra être constante et par suite 
égale à un, que le long de la ligne À elle devra également être constante 
et posséder une valeur inférieure à la précédente, de façon que la 
pression ne risque pas de devenir négative dans le fluide en mouve- 
ment, Nous appellerons cette valeur <—* (a > 0), 

Suivant une méthode classique, nous introduirons le potentiel des 
vitesses 9 et la fonction de courant }. En posant s=a+/y et 

== 9 + 14, la fonction / sera une fonction analytique de 3, régulière 
dans la région occupée par le fluide en mouvement, Enfin, en appelant 
w et ¢ les camposantes de la vitesse en chaque point du fluide et V la 
grandeur de cette vitesse, nous poserons 


df 4) po rit 


V = 
dz 


50 es ot 


La fonction Q est alors une fonction analytique uniforme de s ou 
de /, régulière dans le damaine en question, ct la connaissance de 
cette fonction suffit pour déterminer tous les éléments du mouvement. 

© représente l'angle que fait avec Ow la vitesse de la particule du 
fluide qui a pour affixe 3 et T est égal au logarithme népérien de la 
grandeur de cette vitesse. 

On devra done avoir : 


sur my, 0 —— 3x; sur}, T=o; 
sur ma} 0 = + a: etd, ies tas 


el ces conditions aux limites suffisent pour déterminer complètement 
la fonction Q.° 

Nous représenterons également par des points dans des plans séparés 
les imaginaires f et Q. Au domaine du fluide en mouvement dans te 


RS Sol. 9 


—~—- 


n Li 2 
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plan (s) correspond d’une façon conforme un domaine dans le plan (/) 
et un domaine dans le plan (Q). | 

Le domaine du plan (f) sera formé d’une bande horizontale de lar- 
geur c et nous pourrons supposer, puisque 9 et 4 ne sont déterminés 
qu'à des constantes près, que les extrémités du segment de droite 
correspondant à la ligne A sont sur Og et ont des abscisses opposées. 


Fig. 2. 


Plan \(f) 


mmmmmmmmnmmmmpmmmmmmmemsmmne e Sue 


Ce Sk —- wT 


Le domaine (Q) se détermine immédiatement, il est formé d'un rec- 
tangle compris entre les droites O=+2, T=o et T=—a, et 
l'application conforme de ce domaine sur le domaine (/) ferait 
connaitre Q en fonction de fet par suite résoudrait tout le probléme. 

Or, la solution de ce problème est classique puisqu'il s’agit d’aires 
limitées par des polygones rectilignes et résulte de l’application répétée 
d’une formule donnée par Schwarz réalisant la réprésentation con- 
forme d’une telle aire sur un demi-plan (‘). 

Tout d’abord, la transformation f — = Li (où le logarithme a la 
détermination réelle pour ¢ réel et positif) fait correspondre au 
démaine (f) le demi-plan supérieur d’une variable auxiliaire 7, 
suivant la disposition indiquée par la figure 3. Dans tout ce qui suit, 
les domaines sont toujours à la gauche du sens de parcours indiqué 
par des flèches. Les extrémités de la ligne correspondant à À ont 


‘ 


- (4) Pour tout ce qui concerne la formule de Schwarz et ses généralisalions, dont je 
me servirai largement au cours de ce travail, voir le Mémoire de Schlälli (/ournal de 


Crelle, t. 78, p. 63). 


16 
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des abscisses ¢, et , liées par la relation 4,1, = 1 avec o «is ref 
De même, la formule de Schwarz 


RE RE tag 
(1) = — iH [ a +e ? 


assurera la représentation conforme du domaine (Q) sur ce même 


demi-plan. 
Fig. Bs : 


Plan \t) 


a ee w, A" a 


Dans cette intégrale, le radical a la détermination positive pour ¢ 
réel, positif et très grand et la constante H est réelle et positive. 


Fig. 4. 


Q se calcule immédiatement au moyen des fonctions elliptiques; en 
faisant le changement de variable 


to +t 
ERA ers 
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on a en effet 


5 ; :" lu 
7 pt MORE is ah Bi See 
‘7 V4 (ce —e,) (u —e)(u — es) 
en posant, 
font t t 14 l 
1—= — ait 5. + Ex —=— els >> semi 
12 4 12 4 12 


et la substitution w= pZ permet de réaliser la représentation conforme 
au moyen des deux formules suivantes : 


(ay t it es), 
Q=— HZ + a. 
Les quantités e,, ¢,, e; qui caractérisent la fonction pZ introduite 
ne sont pas quelconques, elles satisfont tout d’abord à la- relation 
classique e, + e, + e, = o et en plus à la relation 


i 
Cea es N(Cy ee Ca) oe: 


qui exprime que. Pon aéjé,=1. 

Pour satisfaire à cette condition, on pourra se donner le module + 
des fonctions elliptiques, et la période w, se trouvera déterminée par 
l'équation 

M—=TrT3(0)3(0) 


équivalente à la relation en question (vow Tannery et Mork, t. II, 
form. XXXVI,) (‘). . 
En résumé, la donnée du seul module + équivaut donc a celle des 
deux inverses /, et ¢,. 

Quand le point (Q) décrit la frontiére de son domaine en en laissant 
l'aire à sa gauche, le point (Z) décrit le rectangle des demi-périodes o, 
— 63, ®,—W;, +,, 0 dans les mêmes ponditions. Ce rectangle 
forme donc un nouveau domaine qui correspond encore de edn 
- conforme à tous ceux que nous avons déjà introduits. 


(1) Je représenterai par la notation T. et M. l'Ouvrage de Tannery et Molk sur les 
Fonctions elliptiques et j'en adopterai les notations. | 
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Il reste à déterminer les constantes de façon qu’effectivement le 
rectangle du plan (Q) ait la position et les dimensions indiquées par 
la figure 4. Ceci se traduit par les équations ci-dessous : 


Q(0o) =a, 
S(w;) = da — at, 
2Q(0,— 63) aera œ— ai, 
Q(— w3) =— à. 
Fig. 5. 


.-) 


> 


— 


‘ 
5 
! 
! 
! 
! 
Q 
! 
! 
4 
! 
1, 
J 
‘ 
‘ 
1 


— 
"w, w: W,\-W, : 


La première de ces équations est satisfaite d'elle-même, les autres 
se réduisent à deux et donnent 


et cette dernière quantité est bien positive. 


On a alors 
(3) em ester 
Os 
D'autre part, 
(4) pyHotlie pi dZ: 
| mnt npl—e ” 
d’où enfin 
2iaz : 
5 de = e0 df = Sele rw Pe 
(5) | se“ df —e ; ras ni 


Il est facile de mettre en évidence sur cette formule qui résout entière- 
ment le problème posé, une propriété remarquable de symétrie. 


cn > 
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Considérons en Re points du plan (Z) symétriques par rapport 
à la droite Y = — “5, ces points baad Salta à des valeurs de Z de 


la forme 
Z=X-+HiY et Z;—= X — i¥ —a;. 


Dans le plan (s) il leur correspondra deux points s et 5, et il est 
facile de vérifier que les déplacements dz et ds, seront symétriques 
par rapport à Oy. . 

En effet, on aura 


2ix7. 
: P'Z 


dz, = dx; +idy,— = ete ©: dz, 


PA €) 
en changeant z ten —z(etpar suite ©; en — &,), Z, devient Z +o, et 


l’on a 
ek 


dx; — idy; = =~ ele is 


p'(Z+ os) 
7 dE, 
y tee 2 p(Z+ ws) — es; 
c’est-à-dire se 
‘ dx,—idy,=—(dx+idy), 
car en dérivant logarithmiquement la formule classique 
À a — #2) HT + 3) — €3] = (€;— es) (¢2 — Es); 


on voit de suite que 


P'(Z + os) ART p'Z 2 
P(L+ws)—es  pl—e 


On en déduit immédiatement que toute la figure du plan (s) présente 
une symétrie géométrique par rapport à Oy. Cette symétrie ne se 
poursuit évidemment pas dans le domaine hydrodynamique, puisque, 
en deux points symétriques, le vecteur vitesse, tout cn ayant la même 
grandeur, fait avec Ow (et non avec Oy) des angles opposés (hémi- 
symétrie). 

Bien que l'intégration de ds ne puisse pas s s’eflectuer au moyen des 

transcendantes clastianes, il serait néanmoins très facile de déterminer 
de façon précise la forme et les éléments géométriques des. courbes À 
et A’. Je n’insiste pas davantage sur ce point particulier. 

En résumé, nous sommes ici en présence d'une infinité continue. de 
solutions, puisque le module + des fonctions elliptiques introduites 
reste arbitraire. Dans ces diverses solutions, la plage de fluide inerte 
16* 
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pourra avoir une étendue quelconque partant de valeurs considérables 
pour 7 très grand, pour se réduire à zéro quand 7 devient très petit. 

Considérons plus spécialement ce dernier cas, qui correspond à la 
seconde hypothèse que nous pouvions faire en mettant le problème en 
équation. 

Ce cas s’obtiendra en supposant que la ligne à se réduit à zéro, 
c'est-à-dire que 4, et ¢, se rapprochent de Panité! A la limite, nous 
aurons pour les quantités e,, e,, e, les valeurs 


I I 
EN a= —) = 
LU TS" 45 6 


D'après les formules de dégénérescence des fonctions elliptiques, 


on aura dans ce cas 
64 =D: y= TT; 


et la fonction pZ se réduit à 


Hi 
ue 
- 


2aZ7 


6 == — C ial’ à 
(6) 3 fab stor + . 


Mème dans‘ce cas particulier, l'intégration finie ne serait possible que 
pour des valeurs DURS du rapport = =. 


En posant Z = — © +is (< variant de made =), on obtiendra 


les équations par: RENE dela ligne libre sous la for me 


da ea OEP ay: a 
(7) wi aise 
ce sinko T 
dy =2 - ——do 
Fr cosp ' 


qui permettrait facilement son étude complète ('). 


. (1) Ce dernier cas limite rentre dans une élude plus générale faile par M. G. Colonnetti 
{ Rendiconti del Circolo di Palermo, t. XXXII, 1911, p. 51-87). De même, le cas général 


« = + à 
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II. — Etude du cas d'indétermination signalé par M. H. Villat. 


Comme je l'ai rappelé dans l’Introduction du présent travail, 
M. H. Villat a donné le premier exemple de mouvement plan discon- 
tinu d'un fluide susceptible d'admettre deux solutions. Je ne crois pas 
inutile d’en reprendre les calculs par une méthode différente, l’expo- 
sition s’en trouvera un peu simplifiée et j'aurai aussi l’occasion de faire 
quelques remarques intéressantes. 

M. Villat examine le mouvement plan d’un fluide illimité (mouve- 
ment uniforme et de vitesse égale à 1 à l'infini), rencontrant un obstacle 
formé de deux lames tee réunies en un angle tournant sa partie 
concave vers le courant ('). 

I] existe alors une ligne de courant qui, venant de l'infini, se divise 
en un point O de l’obstacle de façon à l’entourer des deux côtés. Les 
lignes de courant provenant de cette bifurcation peuvent épouser de 
façon complète la forme de l'obstacle pour ne le quitter qu'aux extré- 
mités (en suivant les trajets o,@'A, et w,A,), ou bien, au contraire, 
quitter l'obstacle momentanément au voisinage du sommet pour 
laisser dans l’angle une plage de fluide inerte (en suivant les trajets 
©, A@'À, et oA.) (fig. 6). 

Telles sont les deux hypothèses qui, étudiées jusqu’au bout, ont 
donné à M. Villat les deux solutions distinctes du même pro- 
blème. 

Étudions plus spécialement la seconde hypothèse. Nous suppo- 
serons le plan du fluide en mouvement rapporté à deux axes de 
coordonnées rectangulaires, ayant leur origine en 0, Paxe des x étant 
_ parallèle à la vitesse du fluide à l'infini et dirigé dans le mème sens. 


que nous avons’ traité pourrait être déduit comme cas limite de résullals oblenus par 
B. Caldonazzo (Annali di Mat. pura ed applicata, t. XXV, 1916, p. 33-98). Ces deux 
études ne partent du reste pas du même point de vue que la nôtre et ne visent nullement 
les indéterminations. 

(1) Dans toutes les questions qui suivront, le courant vient toujours de la gauche, 
horizontalement. 
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J’appellerai A et B les angles (compris entre o et +, B > A) que font 
respectivement [es deux lames de l’obstacle avec Ox ('). 
Comme nous l'avons fait dans le Chapitre précédent, nous intro- 


Fig. 6. | Fig. 6 bis. 


duirons les fonctions f et Q et les domaines correspondants. Nous 
supposerons que f, qui n’est déterminé qu’à une constante près, 
s'annule pour 5 = 0; le domaine du plan (f).sera, alors, particuliè- 
rement simple, il se composera de la totalité du plan entaillé par une 


coupure le long de la partie positive de l’axe des +, et lorsque le 
point(s )du plan du fluide décrira le contour A, o, 5, Aw’ A,, le point (/) 
EE Sa te lie 


(1) Les notations ainsi introduites diffèrent un peu de celles du Mémoire de M. Villat 
pour retrouver ces dernières, il suffirait de poser 


A=n—a—64, B= x — à, 
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parcourra dans son plan le bord inférieur, puis le bord supérieur de la 
coupure (parcours indiqués par des flèches). 

D'autre part, le long des lignes de glissement A, et À,, la vitesse 
devra être constante et égale à l'unité, lé long de la ligne X elle devra 
être également constante et rester inférieure à l’unité; nous représen- 
terons sa valeur sur cette ligne par e*(a > 0). . 

IL s'ensuit que la fonction Q devra satisfaire aux conditions aux 
limites suivantes, qui suffisent pour la déterminer. 

On devra avoir : 


. 


sur w,, 9 —A; SOA E T0: 
sur @,, O—A—7T; Sura f= 0: 
sur wo’, O-B; sur. A, | Dee— a. 


Le domaine (Q) est alors facile à déterminer : lorsque le point (s) 
parcourt sa frontière, alternativement les valeurs de © et de T restent 
constantes, et, par suite, le point (Q) décrit un contour rectiligne 
formé de parallèles aux axes de coordonnées. 

Les parties de ce contour correspondant à À,, &,, &’, A, ne peuvent 
être parcourues par le point (Q) que dans un sens (le domaine devant 
toujours être à la gauche du sens de déplacement indiqué par des 
flèches) (‘); au contraire, les parties correspondant à &, et à À peuvent 
très bien se prolonger l’une ou l’autre à l’intérieur du domaine en y 
formant une sorte de coupure, comme le montrent les figures 8 et 8 dis. 
La seule condition imposée à cette coupure est de ne pas arriver à 
morceler le domaine. Dans le premier de ces deux cas (fig. 8), la 
vitesse passe sur le segment ©, par un maximum relatif et la ligne A 
ne présente pas d’inflexion; dans le second cas, au contraire, la vitesse 
varie d’une façon régulière sur le segment s, et la ligne A présente un 
point d'inflexion (fig. 8 bis). Pour le problème qui nous occupe, 
seules les configurations non inflexionnelles sont possibles, puisque 
le long de la ligne A, après avoir quitté le segment o,, la valeur de @ 
doit commencer par croitre. Néanmoins, pour des raisons qui appa- 
raîtront par la suite, nous ne ferons pas, pour le moment, de 


(1) Nous aurons l’oceasion de revenir, à la fin de ce travail, sur cette affirmation, pour 
la préciser davantage. 
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distinction entre ces deux cas possibles et nous les étudierons simul- 
tanément, nous réservant de revenir plus tard sur ce point parti- 
culier ('). 

Ceci posé, comme les domaines (f) et (Q) nous sont tous deux 
complètement connus (*), il est très facile de réaliser la représen- 


Fig. 8. Fig. 8 bis. 
U T 
ie Sy D: 
jot tae a nt 4) —-21----t 
4 r 
w’ 

{ “he sige ide 
wae nm eg 
We |] Plan (Q) 

1 
D, 


tation conforme de l’un sur l’autre, c’est-à-dire de déterminer Q en 
fonction de f, et l'intégration de l'équation 


sz — ei df 


nous permettra d’en déduire tout ce qui se rapporte au domaine par- 
tiellement inconnu du plan (z). 


Tout d’abord, la transformation f= £* réalise l'application conforme : 


du domaine (f) sur le demi-plan supérieur d’une variable auxiliaire ¢ 


(1) Des configurations inflexionnelles ont 616 étudiées aussi par M. Villat, mais dang le 
cas particulier où elles pouvaient seules sc présenter, d’un obstacle analogue à celui que 
nous considérons, tournant sa pointe vers le courant (Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse, 1915, p. 375-404). Ce cas, dont je ne m’occuperai pas dans le présent 
travail, correspondrait à l'hypothèse B < A. 

(?) Remarquons que c’est l'hypothèse des obstacles plans qui fait que nous connaissons 
complètement le domaine (@). 
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et la transformation 


Der su (¢—) di 
8 Q=—Kk ooo 
(8) ifs iyieealit biere. a) 


réalise l'application conforme du domaine (Q) sur ce même demi- 
plan. | 
La fonction Q devant être réelle et décroissante pour les grandes 
valeurs réelles de ¢, on voit immédiatement que la constante K est 
réelle et positive, si l’on convient, comme nous le ferons par la suite, 
de prendre pour le radical la détermination qui est positive pour ces 
grandes valeurs de z. 


Calcul de l'intégrale Q. — Il faut, maintenant, déterminer les cons- — 
tantes K, a, B, b, c, d de telle façon que le point (Q) décrive exacte- 
ment le contour donné quand le point (¢) décrira l’axe réel de son 


Fig. 9. 


Plan(t) 
a o b c d 
-------- mm t= - > 
A» Do ©: coi AG 


plan. [Les cinq dernières constantes doivent se succéder en croissant 
dans l’ordre où elles sont écrites ou dans l’ordre a, b, 8, c, d, suivant 
que l’on prend l’une ou l’autre des dispositions possibles pour le 
domaine (Q).] | 
2 4 
Dans ce but, nous commencerons par cffectuer l'intégrale Q au 


moyen des fonctions elliptiques. à 
Le procédé de calcul de telles intégrales est classique, il consiste à 


faire le changement de variable 


De MES ok EL CE 
(9) HP PL py A 
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avec S,=a+b+c+d et y’ réel et compris entre o et 20,, les 
périodes des fonctions elliptiques introduites étant telles que w, et = 


soient des quantités réelles et positives. 


On sait alors que, dans ces conditions, la donnée des quatre quan- 


tités w,, w,, S,, y est entièrement équivalente à celle des quatre 
nombres a, b, c, d (voir, par exemple, POnF£® point de détail, le 
Mémoire de M. Villat, p. 466). 

Pour la commodité des calculs ultérieurs, nous ferons tout Hs suite 
le changement de variable suivant : 


Z=—1+1, Y=20— 7; 


autrement dit, nous poserons 


(10) ‘= — 


ce qui a pour conséquence (voir, par exemple, AppEtL et Lacour, 
Fonctions elliptiques, p. 158) 

dt LA 

V(e—a) (¢— b) (te) (4d) 


de 


Si l’on pose pour un moment 


(11) F(Z) = > Cn ae 
2 


on peut encore écrire cette fonction sous les deux formes suivantes : 


(11 bis) Fn) =t (+ 2) (rat) ty 
RII As. 


ce qui nous montre que F(Z) est une fonction homographique de pZ, 


ee É 


‘ + 
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sans cesse décroissante lorsque pZ varie: par valeurs réelles crois- 
santes. . 

Si le point (Z) décrit donc le rectangle des demi-périodes : 
0, — 03, — 03 + ,, &,, 0, p(Z) et £ varicront par valeurs réelles 
croissantes. Il s'ensuit, alors, que l'intérieur du rectangle du plan (Z) 


Fig. 10. 
Le 
e LE ee aaa ON a ies EN ET RE che 
—— A, 1 
x y i 
T. Plan(Z) sa 
QD, 
2, 5 tee 
ru, WW, 


correspondra, de façon conforme, au demi-plan supérieur (#), puisque 
leurs aires sont simultanément à la gaucle du déplacement des 
mobiles. 

Nous pourrons, ainsi, établir le Tableau de correspondance 
suivant : | 


(12) 


et l’on voit immédiatement, sur ce Tableau, qu’au point {= 0 cor- 
respond, pour F, la valeur — et, pour Z, un point Z, du segment 
0, —w,; de même au point <=, qui est compris entre o ct c cor- 
respond, pour F, la valeur ~ — 8, et, pour Z, un point Z, situé, soit 


sur le segment Z,, — w,, soit sur le segment — 3, — ©; +. 
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Avec ces notations, l'intégrale à calculer prend la forme 


Lt 


(13) 


Or, on peut facilement transformer la fonction sous le signe d’inté- 
gration; on a, en effet, en se servant des expressions données plus 


F(Z) —F(Z,) ) 
di 
FQ) = FA) 


haut pour F(Z), 
pit pt 
PLY la) nr eee 
PL,— p> PES PS 
tf 
4. Po Se pZ—pZ, ; 
pla—pl pi—pt 
de méme 
11 
p= e 
re EE VAE ES repense 
pl—pl  pr—pi 
d’où 
TE ‘ PA—p£ 
F(Z) —F(Z,) _ 2 pZ—pZ, 
F(Z)—F(Z,)~——s, 5 Z—pZ 
(2) (4) ai nt P A 
ert: 
re Pl pi ye Pl pl 
the AT FO: "à 
xl (4 +24)—E6(2 —Z,). 
din ; — 0(2,+ Li) +6(Z;,—Z;)], 
où enfin 
‘4 
pZ, p= r, 
dés 2 x Pli— pl o(Z+Z,) 
See ie USED  tectyats) Ee teh 
42 Le 
2 


(13 bis) HE + ty) — (de Z,)]Z— 4 


a(Z, 
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en posant 
pZ pare | : : 
Son fra oe een 
Fr. Lu dl P 41 
Php: 
et 


— [E(Zi+ 4) — 5 4) 14. 


, (t+ 1) 
P=L TS 
ca 

2 


La constante H est, alors, une constante imaginaire pure, à coeffi 
cient de z négatif qui, dans la suite, remplacera la constante K. 


Etude sommaire de la fonction logarithmique entrant dans l'expres- 
sion de Q. — Dans un certain nombre des questions que nous trai- 
terons, nous aurons l’occasion de rencontrer des fonctions de la 
forme 


(14) F(Z) =L [par convention F;(o) =o], 


dans lesquelles l'imaginaire Z; est l’affixe d’un point situé sur un 
des côtés du rectangle des demi-périodes. Nous représenterons ainsi 
par F; l’ensemble des quatre fonctions possibles, ên convenant de 
poser 


Zi = pc, LZ, = 0 + bros, Z3 = 03+ po, Z, = Py sa, 


les quantités w étant comprises entre o et 1. 

Nous aurons besoin de savoir, en particulier, quelles valeurs pren- 
nent ces différentes fonctions aux points &,, &, +w,, +w,. Pour 
cela, nous considérerons le domaine formé par le rectangle des demi- 
périodes et son symétrique par rapport à l’axe réel, nous y tracerons 
une coupure rectiligne allant du point Z, au point w, et nous isolerons 
du domaine les points Z; et leurs conjugués par de petits contours 
circulaires, la coupure n’étant, du reste, essentielle que pour la fonc- 
tion F,. 

Dans le domaine ainsi formé, les quatre fonctions F; sont régu- 
lières et uniformes. Voici, sous forme de Tableau, les valeurs prises 
par elles : | 

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIL. — Aout 1921. pa 


250 RENÉ THIRY. 


Parallélogramme supérieur 


Z el : 6)3 th +03 6)4 € 
D RE PR de SS 
Eyl 6 20321 +iT 2(n3+ 0) Zi+ÈT an,Z,+in | o 
(15) 0 203 L2 + ÊT 2(N3+)Z. +07 201 2 — ET o 
Fr O ‘© 2N343—+iT 2(N3 +0) L3 — in 2n,4;—int 0 
| OP i: 2n34,—in | 2(n3+7,)4,—i0 20125; —1T a: 


Parallélogramme inférieur : 


L |—ei ws 6); — 63 On € 
A 0 rat te 2(—n3+ 1) Zi —Èr ani Z,—in 0 
(15 bis) rs o — 23/2 — ÈT 2(— 3+ )Za—in an, Z,—in o 
Ky ° —2n3Z4,;—in | 2(—n34-70,)Z;— it any ly—in o 
rs O | —2n;Z,—in 2(—n+m)A—ir 2n,4,--in 0 


J'indique très rapidement la marche suivie pour établir ce Tableau. 
On commence par étudier la fonction F, dans le rectangle supérieur 
et l’on en déduit les valeurs qu’elle prend aux sommets du rectangle 
inférieur. Un changement de variable de la forme Z = Z’— w, permet 
de passer à une fonction du type F,; enfin, un échange du rôle des 
périodes donne des fonctions des types F, et F,. Quant à l’étude de la 
fonction F, dans le rectangle supérieur, elle se fait sans difficulté 
en passant aux fonctions & et en se servant des représentations 


conformes classiques que donnent de ce rectangle les transforma- 
tions u = Se. 


Determination des constantes entrant dans Q. — Revenons à notre 
fonction Q donnée par la formule (13 bis). | 
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On doit avoir 


Q=A—nr pour =O, 


Q—=A—ai pour Z = — 03, 

Q2=B—ai pour = — 3+ 1, 

Q2Q=R pour L= or, 
c'est-à-dire 
H! —P'=A—7T, 
A ER a BL ST St (ANNE es plate yi, 
H} 2(— s+ 1m) Zr + én +[6(Z2+ Zi) — €(Z2—Zy)] (;— 61) — P| = B — ai, 
H; an Z,+ in—[C(Z,+ Z,) — (Zi Li)loi —P/=B. 


Ces équations (qui paraissent être au nombre de huit, puisqu'il s’agit 
de quantités imaginaires) ne sont pas indépendantes et se réduisent 
à quatre. En faisant, tout d’abord, la somme de la première et de la 
troisième, celle de la deuxième et de la quatrième et en les comparant, 
on obtient immédiatement H = —z. La troisième peut, alors, être 
supprimée, et les autres s’écrivent: 

iP=A—7, 
— ions + [6 (Zi Zi) — (Zi Li) Jos | = — ai, 
=) 2nyZ,;—[$(42+ Z,)—8(2,—2Z,)]o., =B —A. 
o(Z, + ?) 


: : . aus . 6 2 
En résolvant ces équations de condition par rapport à L————_~,, 


[C(Z, + Z,) — {(Z:— Z,)] et a, on les met, ainsi que la fonction Q, 
sous la forme suivante (en posant Z,— — Ai, h constante réelle et 
positive < #) : 


_ @(hi—Z) 


| a( hi — 1) 
= ———— — 


Z 
+(B—A+anh) = +A—r, 
1 


+(B—A+anh) +A—r=0, 
a 1 


(17) . 
} a (mi +1) 
. 2 
(18) i[£ (Ze + hi) — £a hi] + (B— A + anh) — = 0, 
: tTth ATs 
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Il reste, maintenant, à passer au plan (3) et à exprimer le fait que 
les iongueurs des deux lames sont données, mais, déjà, nous prévoyons 
le résultat. Ces conditions géométriques de grandeur seront au nombre 
de deux; jointes aux trois relations précédentes, elles donneront cing 
équations pour les sx paramètres w,, ®;, y, 4, Z,,a; un de ces para- 
mètres pourra être choisi arbitrairement et il y aura une infinité 
continue de solutions. 

Remarquons que la dernière équation, seule, contient a, si donc 
les autres paramètres sont calculés, a sera donné par la formule 


a = © (B— Ayers (-=2) 


et cette valeur seta bien positive, puisque B — A et z le sont. 

De même, Z, n’entre que dans l’avant-dernière relation et il est facile 
de voir qu’en résolvant cette équation la valeur trouvée pour Z, sera 
toujours acceptable. Considérons, en effet, la fonction 


(20) J(L)=iTE(Z + hi) —E(Z — hé)] + (B—A+ anh) 


nous pouvons encore l’écrire sous la forme 


p’ (hi) 


(20 bis) f(2)=il ag(hi) — Pit) 


| (Barats anh) ee 

C'est done une fonction homographique de pZ, elle variera, par 
suite, par valeurs réelles et toujours dans le méme sens lorsque le 
point Z décrira le rectangle des demi-périodes. 

Or, on a en particulier, ¢ étant une quantité très petite, réelle et 
positive : 

f(—hi= ti) =n, 
S hi 


Lai RASE 
J (= 03+ mm) = — > 
a) hi 6) 
CA 1 


204 


Cette dernière expression est évidemment positive, car les deux 
termes qui la constituent le sont, et, par suite, l’équation qui nous 


intéresse a une racine et une seule, située sur les parties du rectangle 
correspondant à aw, ou à À. 
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Cas particulier intermédiaire de M. Villat. — Dans son Mémoire, 
M. Villat, pour terminer ses calculs, s'était placé dans le cas particu- 
lier où Z, avait pour valeur — o, (loc. cit., p. 478). 

Nous obtiendrons donc ce cas en supposant qu'il y ait entre les 
constantes la relation supplémentaire 


ee 
ERA 1 B — A 
21 — W3)= — _ 10: 
(21) f(— 03) Bo hi “i 
Poa 


li est facile de montrer (et nous nous servirons de ce résultat) que, 
si l’on se donne +, quel qu'il soit, on peut déterminer 2 de facon a 
satisfaire à cette équation. Il suffit, pour cela, de remarquer que si 4 


sh 
. iy : ne ae oe . — 
varie de o à of la fonction t——— décroit de o à —oo, car sa dérivée, 
| . 20); 


prise par rapport à A, est négative. 


Calcul de df. — Pour expliciter les éléments du mouvement dans le 
plan (z), nous avons encore besoin de calculer la différentielle df. 


Or, on a posé 
Ne TOUS 


c’est-à-dire, d'après une transformation déjà faite plus haut, 

if 
2 pZ— pF, 

i 


2 


p 
(== 
7 phzpl ph—p 


* D'autre part, on sait que l’on a (Appert et Lacour, Fonctions ellip- 


tiques, p. 254) : 
al ss Je(z + 1) —p(z — 2) | an, 
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d’où 
2p ee 


2 Z — pZ ; > P 
(22) af = sde —+— PL= PEA | (zt) — p(a +L) |r, 


pZ,—pt pZ—pt 
ou bien encore, en se servant de la formule classique, | 


o(u+v)o(u— Pe) 
a s 


a Sr euce 


et, du fait que 


à Z+Z Z—71:)022 
(22 bis) br euinnee is ne + 41) o( 1) 
. o(%+t)o(u— 2) o*(2+ 1) a(z—2) 
2 2, 2 x 2 


d’où, par conséquent, 


al; 


2 tA 
(23) ds ER "3 W(Z) dZ 
(2 — hi) a(t + hi) 
avec 
‘ ey h Z 
(24) Dice eee eh, 


a (7+ t)o(z— 2) 


On vérifie facilement que la fonction W(Z) est une fonction à mul- 


tiplicateurs constants et que l’on a 


W(Z+20,)=e"B-A (7), 
W(Z+2w;)—=e-xw(Z). 


Expression des conditions de grandeur de l'obstacle. — Quand le 
point (Z) décrira dans son plan un chemin quelconque allant du 
point O au point w, en restant à l’intérieur du rectangle et en évitant 


le pôle 1, le point (Z) décrira dans la région occupée par le fluide en 


mouvement un chemin partant du bord inférieur de l'obstacle pour 
aboutir à son bord supérieur, et son déplacement total est une donnée 
du problème qui fixera de façon définitive, à la fois la forme de 


l'obstacle et sa grandeur. 
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On devra donc avoir 


2077 eiA Da 


a(t — hi) a(2 aks hi) 
2 2 


£ et n (ou bien r et ¢) étant des quantités données (voir fig. 6). 


(25) et (25 bis) W(Z) dl = EË + in = rei?, 


Résumé et position du problème. — En résumé, le problème dépend 
de quatre inconnues principales : 


Diy G)3. h, y: 


Les données sont les angles A et B (B — À > 0) et les dimensions 
horizontales et verticales de l’obstacle : Ë et n (ou, ce qui revient au 
même, reto). 

Les équations du problème sont au nombre de trots : 


(HE ?) 
(17) A D A nd) A = m0; 
2 @) 
s(ni—?) 4 
2 
ory eA 


‘SE, I a Seow amy Oar Posie ara 
CODE (2 + hi) 
sil ieee LR ea ME AP Si = re 
3° (2+ Lo (z—1) 


De plus, les inconnues principales doivent satisfaire aux inégalités 
suivantes : 
wa (a) ow 
D 0, — > 0, o<h< o<b <u. 


Il y a en outre deux inconnues auxiliaires a et Z, qui, comme nous 
l'avons vu, se déterminent facilement après coup au moyen des équa- 
tions : 

. è I 
(18) Hittin wagons Wi Md ass 8 ae 
à Ex 


(19) Fe OPA 
LMP 
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Cas limites des formules précédentes. — Avant d'aborder la discussion 
de l’ensemble des équations que nous venons d’obtenir, nous allons 


étudier quelques cas limites, dont l'examen nous sera utile par la 


suite. 

Supposons d’abord, ce qui est le cas le plus intéressant pour nous, 
que le module 7 des fonctions elliptiques augmente indéfiniment. 
Cela correspond à une diminution de l'importance de la ligne À par 
rapport aux autres frontières du fluide et, à la limite, nous devrons 
retomber sur le dispositif simple du premier cas de M. Villat où il n’y 
a pas de plage au repos dans l’angle des lames. 

Les calculs sont faciles à faire en se servant des formules de dégé- 
nérescence des fonctions elliptiques. 

Nous poserons 


h 
ae —=C, =, 
20); On 26); 


=e 


et la formule donnant dz deviendra 


Ta LU A ae 
sin?T ire sinany 


/ 


(26) ds —=— Pe‘ eB—A) dp, 


La demi-période w, ne s’introduit que dans le coefficient P qui est 
positif et a pour valeur 


Le 7 sin?rc 
Re ee En nee) 
T1 SR dit ni ti 
sint(— — — }sinr| - + — 
2 2 2 2 


La donnée de ce coefficient pourra donc remplacer celle de ,, c’est 
du reste un simple coefficient de grandeur qui déterminera l’échelle 
de lobstacle, les autres paramètres suffisant pour caractériser le 
mouvement à une homothétie près. 

En faisant abstraction de cette homothétie et en appelant « l'angle 
9 — À (voir fig. 6), angle qui suffit alors pour déterminer l'obstaetes 
les équations que nous avons écrites dans le cas général deviennent 


tes sm ins 


nl ’ = 4 hi 
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après passage à la limite : 
mi C 

sinr (2e 2 + 2) 
(27) iL =F, < +(B—A)c+A—nz=0, 

sinn (= — 2) 

mi\ , 
+ sin? r(e— 2%) sinane 
(28) Argument = f —— — © ———— BA gp | — à. 
0 


ENG c 
sin’? r(v—$)sinr(e +2) 


La première de ces deux relations permet de tirer facilement m en 
fonction de c, on trouve 
Tm (B—A)c+A 
NS eere-sme 


c 
(29) th = ‘lang. 
Pour que la valeur ainsi trouvée pour m soit réelle et acceptable, 
il faut que l’on ait 
T— À 


€ 
ONCE Ae : à 


Nous appellerons c, cette dernière quantité qui est évidemment 
comprise entreoet 1. 

Ceci posé, il est immédiat que lorsque c varie de zéro à c, l’équation 
donnant m a une racine et une seule et celle-ci varie de façon crois- 
sante depuis zéro jusqu’a l'infini. 

Si nous représentons graphiquement les variations de m en fonction 
dec, nous obtenons donc une courbe ayant l'allure indiquée par la 
figure 11. 

Il est alors facile de calculer les longueurs /, + /, et l’ des segments 
wo, w, et wo’. 

En posant ¢ = — is, on obtient par un calcul facile 


Es shta(s + m)-shans 
6 ep ee men Ro AB A/S 
(30) l,+ L=81 f Rite eosne|? e ds 


I . 
. De même en posant » = = —1s, ona 


© ni 
iz cht (s + a) .shans 
fa ERE AE ARE gt SUPER 
(31) v= 8P f [chars + cosnc |’ 


eo p 
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On voit aussi immédiatement que si l’on évalue le déplacement du 


point (3) entre les points y= — 7H et p= — 1H + : (H étant une 


quantité positive très grande), ce déplacement est très petit par rapport 
aux valeurs trouvées de /, + Z, et de/’. Ceci revient à dire que l’on peut 
aller d’une des lames de l'obstacle à l’autre par un chemin très court, 
c'est-à-dire que la ligne À a bien disparu dans le passage à la limite. 


Fig. 11. 


o cf ce 


, vy: d POS à 
Enfin, si nous formons le rapport > ce rapport varie de façon 
i 2 


continue, lorsque ¢ et m varient en restant naturellement liés par 
l'équation (23). On voit tout de suite qu'il tend vers zéro sic (et par 
suite m) tend vers zéro et qu'il se rapproche d’une certaine valeur 
limite 


vba IN ds 


aK [shrs+chrs}sh2rs 

3 ( l! ) F [chars + cosre, ]* 
2 ——— = eS ——————— 
i +6 /; tes [shrs + chrs}? shorts 
0 


= - ; e2B—AS ds 
[chars — coste, | 


lorsque c tend vers c, (et par suite m vers oo). 

Si nous appelons «, la valeur de « correspondant à cette dernière 
valeur du rapport des lames, nous voyons qu’en faisant varier c de zéro 
ac, nous obtenons toutes les dispositions possibles d'obstacles depuis 


PS 
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celle où la lame wo, 0, existe seule, jusqu’à la disposition limite que 
nous venons de mentionner. 

Cette dernière disposition est celle qui avait été étudiée en premier 
lieu par M. Levi-Civita et dans laquelle le point de bifurcation coincide 
avec le sommet de l’angle des lames ("). 

Remarquons enfin, pour terminer ce cas particulier, que la limitation 
trouvée pour la variation de c tient à l'hypothèse faite que le point de 
bifurcation était sur la lame inférieure. Si l’on faisait varier c entre c, 
et 1, on serait conduit à donner à Z, une affixe de la forme w, — tA et 
l’on trouverait le dispositif répondant à l'hypothèse contraire. Il est 
évident que nous ne restreignons en rien la généralité en nous bornant 
au cas que nous avons étudié (?). 


Discussion du problème dans le cas général. — Revenons maintenant 
au cas général où 7 est quelconque et posons th = pw, (uv sera réel et 
compris entre o et 1), ce qui donne encore avec les notations intro- 
duites tout à Vheure : im = us. 

Considérons d’abord la relation (17) qui s'écrit 


Godandie, 2). = ie + L À +27) | Gee Ne ir — 0, 
Nous allons étudier graphiquement cette relation en supposant que 
x soit fixe et que c et wu représentent l’abscisse et l’ordonnée d’un 
point R dans un plan (les quantités c et xx varient respectivement 
entre o et 1). 
Calculons pour cela les dérivées AT de la fonction Ÿ. 


On a d’abord 
D don [Eos + Cu) + (po 3—cw,)]+B—A-+ an, = u 


! À D 
Gy), | sche te BR A -¢ 2m pe. 


PPOs — Peo, 


On retrouve ainsi la fonction homographique de pew, qui nous a 


(1) Ces particularités avaient été déja étudiées par M. Villat par une autre méthode 
dans le Chapitre I du Mémoire déjà cité. 

(2) Remarquons encore que, même lorsque = est infini, l'intégration finie de d= n’est 
possible que si l'angle des lames est commensurable avec 7. 
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déjà servi pour la détermination de Z, et l’on voit facilement qu’elle 
est positive lorsque c reste compris entre o et 1. 
De même on a 


4 | 6) 
Vu = dos [EGuos + cos) — E(po;—co)] + 20, se 
p'co, 


G)3 
ie | +2 —C. 
PLO3— pew, t 


= 16)3 [2sem— 
Cette fois nous regarderons cette expression comme une fonction 
homographique de pu, et nous constaterons qu’elle est essentielle- 
ment négative, puisqu’elle l’est lorsque & prend les valeurs extrémes 
oct tI. | 
La courbe représentative de la relation }(c, w) =o est done sans 
cesse croissante. D’autre part, si l’on donne à cune valeur fixe et 
qu’on fasse varier p deoas, ona 


v(e, 0) =c(B—A)+A>0 (sauf sic=o), 
$e, 1) ¢e(2 +B—A) + Asam 


Les valeurs de m correspondant à la valeur donnée à c n’existeront 
donc qu’autant que cette dernière expression sera négative, c'est-à-dire 


que l’on aura 
| T — À 


Cae 


(ou bien c<c;). 


Enfin, on voit facilement que si c est nul, & Vest aussi et que le 
coefficient angulaire de la tangente en ce point est égal à L'tang à et 
2 


aussi que pour c = c,, p prend la valeur r. 

La courbe représentative a done en gros la forme indiquée par la 
figure 12; naturellement cette courbe se déforme lorsque 7 varie, en 
gardant toujours la même allure générale. En particulier, si + augmente 
indéfiniment, elle tend à se rapprocher du tracé rectiligne OFG. On 
s’en convainc immédiatement en remarquant que l’on déduirait cette 
courbe limite de celle que nous avons étudiée plus haut dans ce cas 
particulier (ig. 11) en en divisant les ordonnées par un nombre très 
grand. 

Nous appellerons l’ensemble de ces courbes les courbes + = const. 
A chaque point R de l’une d'elles correspond une valeur déterminée 


. ’ > 
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de a, si bien que nous pouvons dire que chaque point R caractérise à 
la fois une forme d’obstacle et une valeur du module x. 


Fig. 126 


Remarquons encore que, quel que soit 7, lorsque c et u tendent vers 
zéro, la longueur de la ligne &, &, augmente indéfiniment par rapport 
à celles de la ligne A et du segment &’. On en conclut que pour toutes 
les valeurs de + ce cas correspond à un obstacle réduit au seul plan 
inférieur (x —o). C'est ce que nous avions déjà trouvé dans le cas 
particulier + = oo. 

Enfin, nous avons remarqué plus haut (p. 253) que sur chaque 
courbe + = C se trouvait un point unjque correspondant à la configura- 
tion limite de M. Villat; ce point sépare sur cette courbe les configu- 
rations inflexionnelles des configurations non inflexionnelles, et, 
lorsque 7 varie de o à, on voit facilement qu’il part du point c =o, 
u = 0 pour atteindre le point G. x 

Considérons la partie d’une courbe = comprise entre l’origine et le 
point particulier que nous venons de définir; lorsque 7 varie, cet arc 
de courbe balaye une certaine région (R) du plan comprise entre les 
droites OF et FG et une courbe F (voir fig. 12). La région (R) com- 
prend donc l’ensemble des points représentatifs des configurations 
non inflexionnelles. 

Ceci posé, donnons à « une valeur fixe &, comprise entre o et «,, et 
distinguons sur les courbes 7 les parties le long desquelles «< 2, 
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parties que nous appellerons négatives, de celles où % > %, que nous 
appellerons positives. La région (R) se trouvera ainsi découpée en un 
certain nombre de plages soit positives, soit négatives. La partie avoi- 
sinant l'origine est évidemment négative (puisque æ y est voisin de 
zéro sur chaque courbe + = const. ); au contraire, celle avoisinant le 
point G est positive (puisque « y est voisin de a,). Il existe done 
nécessairement au moins une ligne de séparation partant d’un point de la 
courbe T pour aboutir en un point de la ligne brisée OFG. Si l'on déplace le 
point R sur cette ligne de séparation, on obtiendra donc une suite 
continue de configurations correspondant à 2, c’est-à-dire à des 
obstacles identiques à une homothétie près et comprenant comme cas 
extrêmes le cas limite de M. Villat et la solution de M. Levi-Civita où 
il n’y a pas de fluide inerte dans l'angle (‘). 


Calcul de la pression. — Nous allons terminer cette étude en effec- 
tuant le calcul de la pression totale supportée par l'obstacle. 
On sait que la pression en un point quelconque du fluide en mouve- 


ment est donnée par la formule p = p, + = — V?). Nous ne modifie- 


rons pas la pression supportée par l'obstacle en supposant la portion 
de fluide inerte située dans l'angle solidifiée et rattachée aux deux 
plans qui lui sont contigus. La pression totale sera donc la résultante 
de toutes les pressions élémentaires [ps + = (i — v)| ds appliquées le 


5 LA . ~ LA L4 S > = bd LA = 
long du contour TO, Aw et des pressions élémentaires p, ds appliquées 
sur les faces arrières du dièdre. 


(1) Je tiens à indiquer en quelques mots pourquoi j'ai fait usage d’un mode de raison- 
nement aussi général. J'avais pensé a priori que le long d'une courbe = la variation de x 
se ferait toujours dans le même sens et que par suite il n'y aurait qu'un point de cette 
ligne pour une valeur donnée de x. Or, non seulement je n'ai pas pu démontrer cette pro- 
position, mais j'ai eu des raisons de croire qu'elle n’était peut-être pas exacte, tout au 
moins dans la région des configurations inflexionnelles. 11 s'ensuit que les plages positives 
et négatives dont j'ai parlé tout à l’heure pourraient (bien que ce soit peu vraisemblable) 
être plus ou moins morcelées et former des ‘lots se raccordant ou non aux bords. De même, il 
pourrait se faire que dans leur déplacement les lignes + passent plusieurs fois par certaines 
parties du plan; nous regarderions alors ces parties comme distinctes, portées par des 
plans différents et formant comme les plis d’une étoffe. Dans tous ces cas, notre raisonne- 
ment conserverait encore toute sa validité. 


Pe de “ft 


mm mit ct im a arr. Ca are 
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ll est évident, par un calcul classique, que si l’on appelle P, et P, les 
composantes de la pression totale, en posant P=P,+ 7P,, ona 


(34) Pas fav, 


l'intégrale étant prise dans le plan (Z) le long du chemin 0, — ws, 
ti Ws =e w,, W,. 
Or, ona 
as MighSee af et Viel; 
‘dou 


(33) P — = se df= fe iO+T ar |: 
Considérons plus spécialement la deuxième intégrale et posons 


| Z= u + iw, 
on aura 


Dr TCU ew eal BA +2) ES is 
e — e 
ou + im + ih)‘ 
ou, en changeant zen —7, 
DAV T(E Se th) EAN he ee LE 
"HAN = - oe 
o(u— iv — th) 
d’où enfin 
; . re: 4 u—iw 
FN Flu th) RS 


So — 
o(u—-iw+ih) 
D'autre part, ona 


df=—3 Sak ENS 


ie + iv—ith)o(u-- iw + th)o2a(u+ ow 
AC + oy + à) g? (« Bag ro 1) 


Or, lorsque le point u + iw décrit le contour d'intégration, afreste 
réelle, nous pouvons y changer z en —z sans en modifier la valeur, ce 


)d(u + di), 
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qui donne 
df=- sth 


(2 + DE (2 _ in) 
2 


ao(u —iw+t th)c(u— iw — th)o2a(u—ew) 


a (u — LV + La (u—iv — 1) 
PAU 2 


Nous voyons donc que la seconde intégrale porte sur une fonction 
identique à la première, mais tandis que le point «+z décritlechemin 
0, — 0, —,+,, ,, le point u —iw décrit le chemin o, +w;, 
©, + &,, ©, symétrique du précédent par rapport à l’axe réel et l’on a 


aye" iQ 
(36) ile Senta Seve eee 


l'intégrale étant étendue au contour fermé 0, —;, — 3+ ,, 
@, + W,, W,, O. 


=< d(u—iw. 


D'où enfin P = zo, p étant le résidu relatif au pôle triple Z = Ls seul 


point singulier de la fonction sous le signe somme a l'intérieur du 
contour en question. 


Calcul du résilu ¢. — Pour effectuer le calcul du résidu, nous pose- 
rons Z = ‘ + € et nous développerons l’élément différentiel au voisi- 
nage de Z= i. 


On aura successivement 


2 
€ 
2 


ad 
D = Æ ial ean ve 


wx 
~< 
la) 
oe 
ee 
> 
oe | 
ax 
RE me Ene 
Pay wim DIN 
. 
= 
as f 
— | | 
+ 


D'autre part, ona 


2(2)=9(7 +2) = «0'(1) + = 2"(4) +... 
2 2 2 3 


ON ne Sm RE 
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et, par suite, 


ed 1 + cia (1) +. = [e2'(4) —a(1)| se: 
2 24 \2 2 


On en conclut que le développement prend la forme 
dz 0 df 2 y 


4 


hiv = 


ys alty—e(t + DEC à D] sis (t), 
: 2 2 2 
p—2 Le—e( = in) —¢( 4 — in) |ia’(Z) a iar(2) <a (2). 


Comme la fonction Q(Z) reste réelle quand Z varie par valeurs 


réelles au voisinage de L, les: quantités a(t) et ar(Z) sont elles- . 
mêmes réelles. I] en est de même du crochet 


ÉTAT) 
On en déduit pour les composantes de la pression totale les valeurs 
Ban? (2): 
. 
és a] ey a (2 + ih) 24 (2 te in) ‘ 
ou encore en explicitant 


P= nfele(? + ih)—¢(4—in)| + 2 (BA + an 2) 
. 2 on ë 


(37) 


ri 
JY eigee 
~ 
See 
re] 
a 
Nim 
S 
Em 
EE 
“he 


2 


b=a| 2 lev —s(2 + in) — (4 — ih) 
x HHE Hé in) (1 su in) | BR ie x | 


“eG +a)-o(-))) 


(1) L'analogie des formules que nous obtenons ainsi pour les composantes de la pression 
avec celles qui furent obtenues par M. Levi-Civita dans le cas général n'a rien qui doive 
surprendre. D'après le principe de solidification déjà invoqué tout à l'heure, tout se passe 
comme si nous avions à étudier le cas normal, sans aucune singularité, du mouvement du 
fluide autour de l'obstacle courbe formé par le contour mm À". 


Aun, Ee. Norm., (3), XXXVIIL. — SEPTEMBRE 1921. ANSE 


(37 bts) 
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En particulier, la composante suivant la direction du courant P, est, 
comme il fallait s’y attendre, positive et elle n’est jamais nulle. 

En effet, nous avons vu plus haut, lors de la détermination de Z,, 
que la fonction de Z : 


i[t(Z+ th) —¢(Z—th)] + = B—A-+ 21,h) 


admettait une racine unique située sur les parties du rectangle des 
demi-périodes correspondant à À ou à &,. Elle est donc certainement 


différente de zéro pour Z = é Gr). 


III. — Considérations générales sur les indéterminations. 


La facon même dont nous avons mis le problème en équations 
montre que nous ne l’avons pas envisagé exactement au même point 
de vue que M. Villat. Nous avons, en effet, mis sur le même pied les 
configurations inflexionnelles ct les configurations non inflexion- 
nelles. Il est évident qu’au point de vue strict de M. Villat, ces der- 
nières seules sont à retenir. Du reste, le cas qu'il a explicité entière- 
ment, grace à l'égalité restrictive dont j'ai parlé plus haut, se trouve 
être le cas intermédiaire entre les deux systèmes de configura- 
tions (*). | 

Pour interpréter les dispositions inflexionnelles, nous modifierons 
un peu l'énoncé du problème. Nous supposerons que l'obstacle soit 
formé de deux segments ne se raccordant pas directement, mais 


(1) Il serait intéressant de savoir comment varie la pression dans l’ensemb'e des mou- 
vements possibles pour un même obstacle. Mais il faudrait faire intervenir ici le coefficient 
de grandeur que nous avons négligé, et les calculs paraissent assez difficiles. C’est là un 
point sur lequel j'aurai à revenir dans d’autres travaux. | 

(?) Dans tous les problèmes où il y a des obstacles à arêtes vives, les rayons de cour- 
bure aux points de raccordement des jets sont nuls. Le cas de M, Villat présentait au 
contraire, au point où la ligne À quitte le segment w,, un rayon de courbure infini. Cela 
lient précisément au fait que c'est un cas intermédiaire où le point considéré est limite 
d'un point d’'inflexion. Du reste, le rayon de courbure est toujours infini si l'angle inté- 


3 mee eee 3x 
ricur au Sommet correspondant du polygone (@) est supérieur à x. Or ici, il vaut ae 


PROBLÈMES D'HYDRODYNAMIQUES RELATIFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS. 267 


néanmoins reliés par une cloison étanche partant de leurs faces 
arrières (voir fig. 6 bis). Nous chercherons à réaliser des mouvements 
dans lesquels la ligne de jet partant de l'extrémité supérieure du pre- 
mier plan vienne se raccorder avec le second, en isolant toujours entre 
elle et la cloison étanche une masse de fluide au repos dont la pression 
soit supérieure à celle qui règne dans le sillage illimité d’arriére. Cette 
disposition permet alors de réaliser des configurations inflexionnelles. 
De plus, il est évident que cette manière de prendre le problème com- 
prend le dispositif de M. Villat comme cas particulier. En effet, si 
nous prenons avec cette hypothèse un mouvement ne présentant pas 
d’inflexion, rien ne nous empêche de prolonger les deux lames à l’in- 
térieur de la masse du fluide inerte jusqu’à ce qu ‘elles se soient direc- 
tement raccordées. 

Or, un tel obstacle dépend évidemment d’un paramètye de plus que 
celui de M. Villat (la longueur du segment o,o,), et nous voyons 
apparaître une première raison simple expliquant pourquoi, notre 
problème dans sa nouvelle position étant normalement déterminé, 
celui de M. Villat présentait une indétermination. 

Des remarques analogues peuvent naturellement être faites pour le 
cas simple, que j'ai étudié en premier lieu, d'une veine liquide s’ap- 
puyant à deux parois rectilignes illimitées, je crois inutile d’y insister 
davantage. 

Il existe du reste une autre façon de voir les choses, qui nous fera 
pénétrer peut-être encore plus intimement le sens de ces indétermi- 
nations. 

Supposons, toujours en prenant l'obstacle sous sa nouvelle forme, 
telle que je viens de la définir, que nous terminions le premier 
obstacle w,@, par un petit segment de plan, placé à l'extrémité libre 
de la ligne ©, (pôrpendiculairement par exemple). Il est facile de 
mettre is probleme en équations avec cette nouvelle forme d’obstacle 
et aussi de trouver la fonction 2 correspondante (fonction qui sera 
naturellement un peu plus compliquée que la première) ('). On cons- 
ei Te fun MO Dit PR RARE ee 

(1) Je ne puis pas reproduire ici tous les calculs, ils ne présentent pas de difficullés 


spéciales ; on les établira directement ou en se servant des méthodes de M. Villat (4cta 
mathematica, t. XL, p. 101). 


18 
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tate alors que, si l’on fait tendre vers zéro le petit plan surajouté, 
comme il fallait s’y attendre, on retombe sur les configurations 
décrites plus haut. Si nous nous placons maintenant au point de vue 
de M. Villat et si nous prolongeons les segments &,, et & jusqu'à 
leur point de rencontré, en laissant subsister sur le premier plan le 
petit obstacle à la place qu’il occupait, deux cas sont à considérer. 

Si nous appelons D le point de séparation des lignes @, ct À dans le 
cas extrème étudié par M. Villat, et si le petit obstacle est placé entre 
les points D et B (voir fig. 13), le sillage qu'il laisse derrière lui, étant 


i> * 


Fig. 13 bis. 


voisin d’une configuration non inflexionnelle, sera entiérement au- 
dessus du plan et la présence du sramenl prolongé EB ne changera 
en rien le problème. 

Si, au contraire, l’obstacle additionnel est entre les points D et A 
. (voir fig. 13 bis), le sillage qu'il laisse derrière lui, étant voisin d'une 
configuration inflexionnelle, coupera nécessairement (si l'obstacle est 
assez petit) le prolongement EB du segment &,&,. Le problème, au 
sens de M. Villat, est alors impossible puisqu'il ya recoupement d'une 
des lignes de jet avec l'obstacle, et nous sommes conduits à essayer 
une configuration où cette ligne de jet viendrait se raccorder avec le 


er Po 


ee 
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e 
segment EB et non avec le segment BC, en isolant toujours une plage 
de fluide inerte. 

Nous pouvons donc résumer ainsi nos résultats. Sur la face AB de 
l'obstacle on peut distinguer deux plages : l’une AD est une sorte de 
plage neutre; un obstacle placé sur elle, une imperfection de la lame, 
donnera naissance à une perturbation très petite (sous la forme d’une 
petite masse de liquide ne participant pas au mouvement général), 
qui diminuera jusqu'à disparaitré entièrement, si l’on réduit cet 
obstacle, si l’on rectifie cette imperfection; l’autre est une plage 
critique : la moindre irrégularité sur elle tend à créer une perturbation 
d’étendue notable, avec un sillage se raccordant à l’autre paroi BC de 
’cbstacie, et quand bien même on réduirait cette irrégularité jusqu’à 
la faire disparaître entièrement par une diminution progressive, la 
perturbation à laquelle elle a donné naissance ne tendrait pas à dispa- 
raitre et subsisterait toujours de façon finie. 

On voit immédiatement l'importance physique de ces résultats. I 
semble qu’avec des obstacles parfaitement polis, il n’y ait aucune 
raison pour qu'une ligne de jet se détache de la paroi AB en un endroit 
quelconque et vraisemblablement c’est le dispositif de M. Levi-Civita 
sans plage de fluide mort à l'avant qui serait réalisé; au contraire, avec 
les obstacles matériels ordinaires, plus ou moins rugueux, la plage de 
fluide inerte tendrait toujours à se former, et cela sans doute le plus 
tôt possible, c’est-à-dire précisément dans le cas extrême étudié par 
M. Villat. Ce dernier mouvement apparaîtrait donc comme le cas 
normal dans une expérience courante ('). 

Il serait sans doute encore possible de préciser ces divers aperçus et 
le champ de la recherche est largement ouvert de ce côté; j'espère 
néanmoins que ce que je viens de dire apporte quelque lumière sur 


(:) Il est peut-être permis de faire une comparaison entre les phénomènes que nous 
décrivons ainsi et la façon dont un cours d’eau arrondit petit à petit les angles rentrants 
que peut présenter sa rive. Si l'obstacle ABC était susceptible de se désagréger sous 
l’action du courant, la plage neutre se trouverait pen à peu creusée, le courant tendant 
à emmener une à une les particules qu’il en pourrait détacher; au contraire, sur la zone 
critique, les particules se protégeraient mutuellement et la plage de fluide inerte, qui tend 
naturellement à se former avec les obstacles rugueux, serait évidemment une plage de 
sédimentation, et ce double processus tendrait à remplacer la paroi anguleuse par une 
courbe unique. 


\ 
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ces indéterminations a priori inattendues. En développant du reste ces 
idées directrices dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons voir 
que le problème est encore bien plus indéterminé qu'on ne pouvait le 
prévoir et que rien ne s'oppose à ce que, théoriquement tout au 
moins, on ajoute sans cesse de nouvelles complications. 

Enfin, la facon même dont nous expliquons la naissance des plages 
inertes donne à penser que des considérations de stabilité des différentes 
configurations ne permettraient peut-être pas de faire un choix entre 
elles. Il est assez probable que ces configurations sont à peu près 
également stables ou également instables; si, à partir d’une configu- 
ration réalisée, on perturbe légèrement le mouvement, il est très pos- 
sible que, lorsqu'il sera redevenu permanent, ce ne soit pas la même 
disposition que l’on retrouve, mais bien une configuration voisine 
qui subsistera à son tour jusqu'à ce qu'une nouvelle perturbation se 
produise. 

Si l’on veut bien me permettre une comparaison grossière, il se 
passerait, dans cette conception, quelque chose d’analogue à ce qui se 
passe pour une bille pesante placée dans un.cylindre horizontal, pour 
laquelle tous les points de la génératrice la plus basse sont des posi- 
tions d'équilibre. 

Que les résultats futurs justifient cette conception, qui n’a aucune 
prétention à s'adapter exactement aux faits, ou qu'ils l’infirment, 
d'importantes recherches sont à faire de ce côté, qui ne sauraient 


‘manquer d’être fécondes dès qu'on aura l'instrument mathématique 


permettant de traiter les discontinuités en mouvement non per- 
manent ('). | 

Enfin, je mentionne encore quelques résultats relatifs aux configu- 
rations inflexionnelles, dont j'ai peu parlé dans le précédent Chapitre. 
Lorsque 7 tend vers zéro, les lignes + = const. tendent à se confondre 
avec une ligne brisée formée d’une partie de Ov. et d’un are d’hyper- 
bole; en général, cela correspond à la disparition de la ligne &’. Si 
enfin le point P vient au point G, c’est la ligne &, qui disparait et le point 


mm om ps 


(*) Une Note récente de M. H. Villat [Sur le mouvement variable d'un fluide indéfini, 


avec sillage, en présence d'un corps solide (Comptes rendus Acad. Sc., mars 1920) | 
semble permettre d'espérer atteindre ce but. | 


DT 
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de bipartition arrive à l'extrémité du segment de plan et tend à passer 
sur l’autre face (voir fig. 12). 


DEUXIÈME PARTIE. | 


Nous venons de voir, dans le précédent Chapitre, comment l’intro- 
duction obstacles supplémentaires, tendant ensuite à disparaitre, 
était susceptible d'expliquer les indéterminations signalées au début 
de ce travail. Dans l’ensemble de cette première Partie, les obstacles 
additionnels étaient toujours en contact avec l'obstacle prineipal de 
facon à ne former avec lui qu’un bloc d’un seul tenant. 

Il est à prévoir que des singularités nouvelles seront mises en évi- 
dence si nous appliquons la même méthode avec un obstacle addi- 
tionnel séparé de l'obstacle principal. Afin de donner un exemple 
simple et approfondi de ce qui peut alors se passer, nous allons étu- 
dicr, dans cette deuxième Partie, le mouvement (toujours uniforme à 
l'infini) d’un fluide dans lequel se trouveraient placés deux obstacles 
plans normaux au courant, et nous nous réserverons d'étudier plus 
spécialement ce qui se passe quand l’un de ces obstacles est très petit 
par rapport à l’autre. 

Pour de tels mouvements, différentes hypothèses sont possibles sur. 
la disposition des lignes de glissement. 

Il peut se faire : 

1° Que les lignes de jet issues de chaque plan s’étendent indéfini- 
ment derriére lui; 

2° Que les lignes de jet de l’un des plans se raccordent avec l’autre, 
celles de ce dernier s’étendant à l'infini; 

3° Que les lignes de jet de l’un des plans se ferment derrière lui, 
celles de l’autre s’étendant encore à l'infini. 

Telles sont les trois configurations que nous allons successivement 
étudier ('). 


(1) Mest évident que ces trois configurations sont les scules qui puissent se présenter. 
Les lignes de glissement ne peuvent certainement pas se fermer simultanément derrière 
PR 2 
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I. — Étude du mouvement du fluide avec deux obstacles plans normaux 
au courant, dans l'hypothèse de deux sillages illimités à l'arrière. 


Le long des lignes de serre introduites avec cette hypo- 
thèse, la vitesse du fluide devra nécessairement être constante et égale 
à l'unité. Les lignes extérieures A, et À, (voir fg. 14) présenteront 


Fig. 14. 
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une disposition analogue à celle qui existe dans le cas d’un obstacle 
unique; quant aux lignes A, et Aj, elles limiteront ‘un jet fluide de 
largeur plus ou moins grande, mais elles devront rester convexes et 
tendre à prendre à l'infini une direction horizontale de façon qu'il n’y 


les deux obstacles, car on tomberait sous le coup et du paradoxe de d’Alembert et de 
celui de M. Brillouin. Il est impossible aussi qu'une seule des lignes de jet d’un obstacle 
se raccorde avec l'autre, par suite de la présence d'un point d’inflexion sur la frontière 
d’un sillage illimité. Ce dernier cas ne pourrait se présenter que si les deux plans, au licu 
d'être isolés, étaient réunis par une cloison étanche reliant leurs faces arrières. On retrou- 
verait alors les obstacles étudiés au Chapitre 11 de la première Partie dans le cas parti- 
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ait pas de recoupement des lignes de jet à l'arrière des obstacles. Nous 
laisserons néanmoins de côté cette dernière condition, nous réservant 
de ne l’étudier qu’une fois les calculs terminés. Le mouvement pré- 
sentera alors la disposition indiquée par la figure 14. 

Le domaine correspondant du plan (/) est formé de l'ensemble de 
ce plan entaillé par deux coupures suivant des demi- droites parallèles 
à l'axe réel. 

Une application simple de la formule de Schwarz permet de réaliser 
la représentation conforme de ce domaine sur le demi-plan supérieur 
d’une variable ¢ au moyen de la formule 


(&—B)(t—2a— 8) 


t 
(38) f= = +afla: 


L'origine du plan (/) est supposée correspondre au point de bipar- 
tition de l'obstacle supérieur et il est facile de se rendre compte que la 


Fig. 15. 
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donnée des deux paramètres « et 8 (« <0, B >0) est entièrement 
équivalente à celle des coordonnées de l'extrémité de la coupure cor- 
respondant au second obstacle. Enfin, le logarithme a la détermi- 
nation réelle pour £ positif. 

Le domaine (¢) présente alors la disposition indiquée par la 
figure 16 et nous représenterons par a, x, b, o, c, B, d les valeurs de t 
correspondant aux points de séparation des diverses lignes & et A, ces 
. valeurs étant rangées, ainsi écrites, en ordre croissant. 

Le domaine du plan (Q) est un peu plus compliqué; si nous suivons 
les variations du point (Q) quand ¢ décrit de gauche à droite l’axe réel 
de son plan, nous voyons immédiatement que ce point part de l’origine 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — SEPTEMBRE 19°. 35 
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et décrit deux fois dans le même sens le contour de la iis 
via es , 

re | x phe The e au-des- 

illimitée comprise entre les deux parallèles 0 = + el situe 


sous de Paxe des @. Ce fait, joint à la remarque que le domaine i 
respondant dans le plan (Q) au fluide en mouvement doit étre ala 

, + 4 P; ta 2 cr e ; 
gauche du déplacement du mobile, nous conduit à envisager € 


Fig. 16. | 
A 
Plen (t) 
a a b o c B d ‘. 
en------ to nn a = on to nn ne ee nnn ee 
Nees Oe Oe = a ed Ww, ©; oe eae 


domaine comme étant porté par une surface de Riemann, ayant néces- 
sairement un point de ramification R à l’intérieur du domaine ('), 


Fig. 17. | 

T : 

| 

he À D "Sen re) | 

Plan(Q) | ; 

| | =, ||, ; | 

D, | hee Î | 

A ce point de ramification correspond, dans le demi-plan supé- | 


rieur (2), une valeur imaginaire de £, et si, par le procédé de symétrie 


a 


(1) S'il y avait plusieurs points de ramification, le domaine ne pourrait être simplement 
connexe. 


ra 
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de Schwarz, on prolonge analytiquement la fonction ¢(Q) dans le 
demi-plan inférieur, on voit qu’à la valeur imaginaire conjuguée de la 
première doit correspondre aussi un second point de ramification de 
la surface de Riemann (Q) extérieur au domaine qui nous inté- 
resse (!). 

La représentation conforme du domaine (Q) sur le demi-plan (2) est 
alors assurée par une relation de la forme 


at, 


io a AV+Bt+C 
2 i (té a) (t— 8) V(t — a) (¢— 6) (tc) (¢—d) 


formule dans laquelle le radical a la détermination positive pour les 
grandes valeurs réelles de ¢. Les constantes A, B, C sont réelles, A doit 
de plus être positive, puisque, pour de grandes valeurs de ¢, > est 
évidemment réelle et négative. Les racines du numérateur corres- 
pondent aux images des points de ramification signalés plus haut; 
elles devront être imaginaires pape nees c'est-à- que l’on devra 


avoir en outre 


Calcul explicite de Q. — Il est ici encore facile de calculer explicite- 
ment l'intégrale Q au moyen des fonctions elliptiques. Nous poserons, 
comme nous l'avons fait dans la première Partie de ce travail, 


Shes , v 
V(t— a) (t— b) (t—c) (t—d) 2 


d’où l’on tire 


(1) Voir, pour ces diverses extensions de la formule de Schwarz, le Mémoire de Schläfli 
déjà cité. 3 
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Comme plus haut, la donnée de a, b, c, d est équivalente à celle 


des demi-périodes w, et w,, de S, et de y (o, et = réelles et 
positives ). -4 
On peut alors écrire 

AP+BI+C _ >P Q 

est-il) eae eee 
avec 
| B——A(a+B)+P+0Q, 
C= Aañÿ—PB—Qx. 


- En suivant les variations de la fonction de ¢ ainsi écrite, on voit 
facilement que la condition B? — 4AC < 0, jointe au fait que Best 
supérieur à a, entraine Po, Q > 0. 

D'où pour Q la forme 


(41) ee Se a A A es à 


' EN, 
TUE Pré, 
be 7 ha 
P (2-7) —p 
+ Q d1. 


(42) | F(Z, 


La fonction F (z, 2) variant toujours dans le même sens quand le 


point (Z) décrit le rectangle des demi-périodes et passant par toute 


a, monte Men = 


Se 


— 


La 
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valeur réelle donnée à l'avance, nous pouvons poser 


F(Z,, ?) = =: “te Os 


ces formules servant de définition à Z,, Z,, Z,, quantités qui seront 
parfaitement déterminées et remplaceront désormais «, B et S,. 

La disposition des points correspondants dans le plan (Z) est 
indiquée nettement sur la figure 18, d’après l’ordre de grandeur des 


constantes primitives ('). 
Fig. 18, 


Z; 
uw ee ewe wwe ees owee eee een== 
d ee eA, 
D? 
Z, 
| Plan(Z) 
By, 
LE ONE LS Cd 
; o y 
2 


L'intégrale Q se décompose alors en trois parties, dont la première 
se calcule immédiatement. 
La seconde partie revient au calcul de 


£ dl, 
F (2 s a, (40 4 
Y © 2 2 


et est susceptible d’une intégration trés élégante. 


| 


(1) C’est la nécessité d'avoir des domaines à la gauche du déplacement des points qui 
fait que nous prenons, suivant les cas, le rectangle des demi-périodes ou son symé- 


‘trique par rapport à l’axe réel. 
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On a en effet (voir p. 20). 


- 7 À _pl—ph 
F(t, Ae a pet 7 


L pL - — Ps 
En permutant Z, et 4 ‘, cette formule devient 
y + 4 
| is PAPE 
Ji phy = ie 
F (2, %4) —F(4, AE west iil ey Peete we 
2 pt i ee ire: phy’ 
d’ou, par conséquent, 
T 
F(z, 1) =F (44.2) 
2 
(ppt) y 
Be [FC 2)—F (2, 2.) | 
ex RS 
; Ay 
ph, — pt) à L 
eect MR ren CPC +¢(t—%)]. 
plz | Me 


L'intégration est alors immédiate et donne 


: al. 
ri r(21)-r(a.}) 
wt : | 2 


seer ay pout 
(vt à $ o(Z, +7) a(t 1) 1 1 Y 
pty, as a(%+2) N ; 
La troisième intégrale se déduit de la précédente par le simple 


changement de Z, en Z, ct la formule donnant Q prend la forme 


s(z— 1 


. o ’ y TAY 
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P,, Q,, H étant de nouvelles constantes liées aux précédentes A, P, Q 
par les relations 


2 y 2 
L'ensemble des neuf paramètres primitifs 


AN CR CG as TE, ea; 0g Sa 
est alors remplacé par les données équivalentes 


H, ,P,,,0,, 2, Za, 123, où, Wa, 7: 


Détermination des constantes. — Il reste ici encore à déterminer les 
constantes de façon que le domaine du plan (Q) ait bien les dimen- 
sions et la position indiquées par la figure 17. 

D'après les expressions données pour les constantes P,, Q,, H, on 
voit immédiatement que les deux premières sont des imaginaires 
pures à coefficients de z négatif et la dernière une quantité complexe 
de la forme K — 21,P,, K étant réclle. 

Q peut alors s’écrire ainsi 
a(Z7,+Z) 


a(Z,+ 7) | 
ali 2) +(K—2nP;)Z+A 


D Ven TF Tr à bas 


Q(Z)=P;L 
en posant 
a(t, +2) g 7,41 
L 2 L ( ct 


ley (4 :) 


Les conditions provenant du plan (Q) montrent que l’on doit avoir 


Q(0)=+ 5, Q(o)=— Ts Wm to)Ste, (os) 


As—(K—an,P,)4—P, 
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En les explicitant, ces relations s’écrivent (voir Tableau 15, p. 22) 
A =+ Lux 
2 
T 
PilanZi—ir]+ Q,[20,2.— ir] + (K — 203 Pi)o1 + A=— = 
P, [2(mi+ N3)% + it | Fai Q; [2 (na + 13) Z:— ir] 


+ (K— am Pi) (oi+ 0) + A+ 


; > ; | T 
PilonZi+ér]+Qil2n32—ir] + (K—20, Pi) 03+ A=— i? 


Ce système est très facile à résoudre. En séparant les parties réelles 
_et les parties imaginaires et en combinant les équations comme il a 
déjà été fait précédemment, on trouve, tous calculs faits, 


Tv ‘ 
A = + me K= 2in,, 


P,=Q,=—%, Z,-+ Z,= ©, + Os. 


En portant ces valeurs dans la formule donnant Q, on peut mettre 
cette fonction sous la forme 


(43) a(n) =~ il o(Z,+ 2) o(Z,+Z) 


pénétrer 
‘(A1 2) 9(Z: — 7) FALSE 


Si l’on pose Z,=w,+1h et Z,=, — th (puisque Z,+ Z,=0,+;), 
on obtient encore pour Q la forme équivalente 


Soa _ 4p Mth +-Z) o,(th—Z) 7 
pan fia) Ridi= LEE) UR+Z) 2 


Quant à la relation A = =, elle exprime naturellement le fait que Q 


doit s’annuler pour Z = £ et elle prend indifféremment l’une ou l’autre 


des deux formes suivantes : 
(A+ 1) (242) ; 
(44) SEE a = 
@(t,—2) (z.—2) 
CR (in + 1 Ca (cu — 2) 
(44 bis) Net RTE “=o. 


erst + 
CA (si — 2) CA (in + 4 
2 2 


a 
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Calcul de df. — Pour passer au plan (s), il reste encore à faire le 
calcul de df. Or, nous avons posé 


fe 6) +o6L 5, 
ce qui donne 
ef Este oes LEM 


Mais nous avons vu plus haut que l’on avait : 


| : y pt L 
t=F (2,1) —F (2,2) = 2 pl—ph, 


2 y F4 
pls— pt PLaAPs 
; pt : 
t—a=F(4,1) —F(z,,4) = 2 pipi 
à . | a Y 
cant rot à F2 
pt : $ 
seul) ru) ere, 
; 2D 429 5 = — : 7 , 
pl,—p> pl—p 


r, Y r 7 r] 
dit== [»(z—2) —p(2+ 2) | az. 


On aura donc, en transformant les différences de fonctions p en 
produits de fonctions 6, 
ava (72+ 2) (2 :) 
(45) add ote ee ee 
‘ @(Zi+ L)a(us—2)e(t,+1)o (2,1) 
af 2, 2 2 


G(Z+Z)o(Z —2)0(2+)o(Z—Z2:)o2Z 


d2, 
a (4 a4 2) à (z dm 2}e(z 7) (Ls) 


- formule susceptible de s’écrire encore 
ty o(ts+ ?) o(z— 2) 
A+? h—*)\o,(in+% est 
©; (+ La (a L) 0, (ih Lo ( a L) 


o,(th + Z) a, (th — Z) o3(th + Z) o3(th —Z) 027, 
at (1 a 1) a (4 2) MT ae Py a 


(45 bis) df= 


dZ; 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIL — Serrempre 1921. 36 
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d’où enfin, pour dz, l’une ou l’autre des formules équivalentes : 


ayo (a+ 2 2 (Z5— ?) 


det bm SR pee 
: (t+ 1) o(%—2)o(z,+ 1) oft,— 2) 
(46) avec | . ° 
d(Z) — PLA) (2H 3) sms 
o (z+ 1) (2-1) o(Z+ Zs) o(Z— Zs) 
ou ; : 
/ oy (2 2) o(%.— ) 
da nier sense EN AE 
6; (in + 1) CA (in — 1) as (5h = 1) a, (ih — i) 
(46 Bis) | avec 
®,(Z) = — o?(Z + th) 03 (Z— th) o2Z 


o (z + 1) a (z — ?) c(Z+Z;)o(Z—7Z;) 

Ici, la fonction ® (ou ®,), comme on le constate facilement, admet 
les deux périodes 2w, et 2w,; il serait donc possible de faire l’inté- 
gration jusqu’au bout et de réaliser sous forme finie toutes les circon- 


stances du mouvement dans le plan (3). 


Résumé et position du problème. — En résumé, le problème dépend 
de six constantes w,, w,, y, Z,, Zs, Z, satisfaisant aux relations 


Z, a 7 = Gi + O3; 
Q (2) =o 
2 


> 0, =>, 0 < y < 20). 


et aux inégalités 


Il faudrait, pour achever de les déterminer, adjoindre aux équa- 
tions précédentes les conditions résultant des données géométriques 
de l'obstacle, données qui sont au nombre de quatre (les longueurs 
des deux lames et leurs écartements en largeur et profondeur). 


er Es 
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Le probleme, sous certaines conditions de possibilité, est donc 
entièrement déterminé, sans que l'on puisse se donner a priori l’incli- 
naison du jet intermédiaire compris entre les deux lignes X, et X.,. 

En d’autres termes, si l’on écrit en plus la condition que ce jet est 
horizontal, ce qui se traduit par Q(Z,) = 0, les données géométriques 
ne peuvent plus être prises arbitrairement. : l’hypothése des deux 

sillages illimités ne peut donc s'appliquer qu'à des dispositions particu- 
hieres des deux obstacles. 


Etude du cas où le jet intermédiaire est horizontal. — Nous allons, en 
nous plaçant dans ce cas particulier, qui est le seul physiquement 
admissible, pousser un peu plus loin les calculs. 

Etudions tout d’abord la condition Q(Z,) = o. 

L’équation Q(Z) =o peut encore s’écrire 
ju(th+%) _ o(ih—Z) 


(47) ’G,(th +2) o(tkR—Z) 


ou, en passant aux fonctions de Jacobi et en posant Lye, —'é, =, 
Ave,—e,=4 


(47 bis) icn(éil + u) =cn(il— ux). 


Cette équation développée par les formules d’addition devient 


Fi A : i 
(47 ter) TO TT 
en posant pour un moment 
sn u dn « 
Ah w= chu 


Cette fonction T(u) se rapproche beaucoup par ses propriétés de la 
tangente trigonométrique, de même que sn # et en u ont des analogies 
avec le sinus et le cosinus ordinaires ('). 


(1) Dans un Mémoire Sur les fonctions elliptiques de première espèce (Nouvelles 
Annales, 1898, p. 367), M.cE. laggi proposait d'appeler cosinus et sinus elliptiques les 


fonctions i et sn; T serait la tangente elliptique, 


19 
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Voici ces propriétés fondamentales, faciles a vérifier : 


T(u)=— = Len u, 
T(u+2K)=T(u), © T(u+2iK’)=T(u), 


T(u+ iK’)=+ 


T(u+ K)=— TL 


dr 
T(u) 
T(—u)=—T{(u). 

La fonction T(u) est réelle et croit de o à æ lorsque u restant réel 
varie de o aK; elle estimaginaire pure et = + T(u) croit de o à w lorsque u 
varie par valeurs imaginaires pures de o à tK’. 


Ces propriétés montrent immédiatement que l'équation o(2)= 0: 


a deux racines dans le parallélogramme des demi-périodes, l’une sur 
le côté o, w, (e est celle qui correspond à £ » l’autre sur le côté w,, 
&w,+ 0, (c’est celle qui correspondra à Z Fi Ces deux racines sont 
~ symétriques par rapport au centre du parallélogramme, autrement dit, 
on devra avoir entre Z, et} la relation très simple | 

et cs @), + @ 3. 

Il reste maintenant, en tenant compte de cette condition, à mettre ds 
sous une forme permettant l'intégration, Pour cela, nous nous servi- 
rons du fait que & ; étant une fonction elliptique, on peut RARE 
rationnellement en tint de pZ et de p’Z. 


En nous servant des expressions trouvées pour t, 4 — a, t — B et dt, 
on peut mettre df sous la forme : 


OD ate Oa 
We on [pup genes 7 PA) irevenivn oi 
Or, ona 


RIUESALUES Den. 


a Fo Z)o(Z; 2) 


ce qui donne pour dz, en transformant en produits de fonctions i les 


om aaa 
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numérateurs pZ — pZ, et pZ — p£, :. 


prt L| pa, —p?] 
(49) Le ans oie Sl 
| p%—p?| ppt] 
pl o?(Z,+Z)o%(Z2+2Z)] on, 
: rene Ja 


CZ pha] Lpz—pt| 


ou encore, puisque Z, = w, + th et Z,= w,— th, après ee trans- 
formations, 


(50) ds =ù 


ST OP CPP PA AS ies 
[pZ—pZ] Ez pt’ A TA Ey Sudeen bi 
a DZ eee d 


Cobsidérons en particulier le RWG id ee 


o,th o3th o?2, 


7 il peut 
s’écrire encore (voir T. et M., form. XV) : 


C1Z032L0iih o3th — (e, — e3)02 oo, oth ath 
LZ a,thosth 


| 2(t) =o, 


on tire facilement, en appliquant les mémes formules, 


- Or; de l’équation 


ge age ; 
nog tae BH N24 4 oth ath 
4 Willen c : othosih 
Gi Ga — + 
a A 


ce qui donne pour le crochet en question 
o,(Z + th) o4(Z— ih) 

eZ di th Gath 

2 csLolol—icz CEA all 


Zola? 
2 *9 


rire 
= Cae ae ER ; 
pire, 
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d’où enfin, après quelques transformations ni je pense inutile de 
reproduire le détail, 


Te [au EL Thiet = ay: 


ZL a,th oth 


. pzp't 
=f Fa 2) CC) en PP, 
pur P 2 Leased es Wate. 

2 2 
. SRE 
bag: 2 
=|p2—p?] (pt—p%s]—-;——., 
Poa * 
puisque Z, ='0, + 0; — L = — 0,— 2. 


L'expression de dz prend alors la forme définitive suivante : 


2 


Le coefficient M, qui a pour expression 
pl[p2-p?] 


feet] 
enon 


est réel et positif, comme on le voit immédiatement; sa forme n’a du 
reste rien d’essentiel, on peut se donner les périodes w, et w, seule- 
ment par leur rapport t, ce qui détermine les éléments du mouvement 
à une similitude près et le coefficient M arbitrairement choisi 
a posteriori en fixera la grandeur. 

Le premier terme de dz s'intègre immédiatement, il reste alors à 
calculer l'intégrale 


M = 


Zz nn a 
(53) 12) = f —- ERREUR AL PART 


Pies [pz—pt al [pZ—pZs] 


Pour cela, nous décomposerons, suivant la méthode générale, la 
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fonction sous le signe somme en éléments simples. Cette fonction 
possède dans un parallélogramme des périodes les deux pôles simples 
7. 


Z, et — Z, et les deux pôles triples L et is 


Les parties principales correspondantes sont de la forme 


el See) 


et un calcul que je ne reproduis pas donne pour les coefficients les 
valeurs suivantes : tn i 


11 
A= "2 , 
(p?-a) (p% — pis) 
pL (pl — pt) ant 
»(pt—e.) (pt — pts) 
OP owt ond v(o¥ Y] yt 
' w ue Ri bir ES pis 4 
Praha Pa Ê A pts) a aes 
apt (pl —a) (p%—pm) (pt —e) (p4— pa) 
p'Z; pt 
D= 


Si l’on forme alors la fonction 


Ni ye x 
| y Malo (z 7 Vi i 
| c[s(z—L) (2+) + a0] +B[p(z 1) +p(2+2) apt 
+ = |» (4 = 1) < p'(é — t)— ap"? DELA) LR 2) CT], 
cette fonction a les mémes pôles que la fonction à intégrer avec les 


19% 
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mêmes parties principales, elle n’en diffère donc que par une constante, | 
et comme elles s’annulent toutes deux pour L= =o, ellessontiden-  » 
tiques. À 


On en conclut, pour l'intégrale, la value 


= (£+7) | 
(55) NA = Lies + antl | 
s(t-1) 
2 
1 7 | 
—p|s(z—1) )+s (245) +70] 
A i 
+ Z[e@ + 2)-(@—2) 2207] 
o(Z,+-Z) 
+p[ LBA) are], a 


les logarithmes ayant toujours la détermination nulle pour Z =o. 

Nous rous proposerons tout d’abord de calculer les éléments géo-  « 
métriques des obstacles. Nous appellérons / et /’ les longueurs des | 
deux lames, x et y leurs écartements horizontaux et verticaux (voir 
fig. 14). Pour obtenir ces éléments, nous aurons à évaluer les inté- 
grales suivant trois côtés du rectangle des demi-périodes (en évitant 
au besoin les pôles par de petits deisurs intérieurs à son aire). | 


On obtient ainsi en se servant du Tableau donné page 25e les trois 
intégrales définies suivantes : 


| ee tu Hu) = ¢|— my +} | à s8[n+ ur 


és 
Se Raia tp geen 
W=I1(0;)=C [- my— in + at Ë] —aB[ n+ op? 


.— À &3p' L+ D [ms = 27] 


a ? ; 
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et les éléments géométriques en question prennent la forme 
| 
if 
P's 
dae" MERE a 


| AE 


CRM . 
(57) pl—e, 
re 2 
z=M| — 7 = Drô |, 
pit pit 
y=M — —D- |. 
| Ree ae 


Enfin, la largeur asymptotique A du jet intermédiaire, qui corres- 
pond dans l'intégration au petit détour que l’on a été obligé de faire 
pour éviter le male Z;, a pour expression 


(58) | a—u[—n3]. 


I] reste maintenant A rendre les expressions ainsi écrites plus 
_maniables en les transformant de façon à faire apparaître sur elles 

quelques résultats pratiques. Le calcul, assez long et dont je ne 
_reproduis pas tous les détails, consiste, en passant par l’intermédiaire 
des fonctions €, à introduire finalement les fonctions de Jacobi. 
_ Nous signalerons tout d’abord des relations simples entre les quan- 
tités U, V, W qui permettent de ne calculer qu'une d’entre elles. Si 
l’on forme les combinaisons Uw, + Vo, et Uw,—Wow,, en tenant 
compte de la relation classique 2(y,; — ,w,) = 71, et qu’ensuite on 
combine ces expressions par addition et soustraction, on trouve les 
deux formules importantes suivantes : 


(V4 Wa— mC 4D], 
17500 re ale 


An 


Calcul des coefficients A, B, DU. — Nous nous servirons surtout 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX VIII. — Ocropre 1921. s 37 
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dans ce calcul de la formule bien connue 


et, pour la rapidité de l’écriture, nous poserons 


pl—e=X. 
On obtient ainsi 
| poe pt | 
(60) A= re q 
[pie] [pt —p2,| DEC — (€,— €;) (6: — es) 
pit à 1 
FS See sa ———> : 
X,X_.+ X.X3;— XX: Ca — Ga + Gi — 6 CE | 
De même | | 
Pe '¥ | 
1: ae | 
BE% 3 LÀ ge ae | 
2p', Ps — pls | 
Orona 
= ptt = Xi Xi X2Xs+ XX, | 
pt pt . | 
HU 2 XX + XX + XX 4X, X?2X; | 
i , = 
2p'; pl—pi, pit P'IlXX+ X;X;— X, Xa] | 
GX XXs+ X; X,]({X,X,— X. X; — X;X4] | 
pr E[X Xs + XX Xi Xi] ; 
se Léa LE] LÉ Gt 6], 
2 CE +t—t] : 
d’où 
(61) _ (St S—%— Sb —S— G+ 0] 


[0;—+%—CF} 


(') Les arguments qui ne sont pas ge Se me écrits sont Ms a I. 
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De même, en remplaçant Pp" par 12p p’, on aura 


E prt — pre 


12p 


C + D — 


ou encore, en se servant de la formule d’addition de pZ @ et M., 


2° formule du groupe CIII, dans laquelle on fait u — 1, c= Z) ; 


(62) D pee OPP Pe To AP 
2p'(p —e) (pl —pA) pipi 
4p"(2p +e)—p" 
2p(p—e)(pl—pz) 
+ 16X, X:X (XI + X;) —4A[X,X,+ X.X3+ X3 Xi] 
LE 2p'[X:1 Xe + \aX3— X;X, | 
ps 2[X 1 X2+ XoX3— X:X:] = [S.—S+5,—6 x 
p’ ps 


De même, on obtient facilement, puisque Z, = — w, — L, | 


uy (€,— €) (€2— es) 


p'A— pit; 
ii En A 
2 / 


d’où 
; : ue (e: — €;) (€2— 63) 
(63) ee ee D ee ee 


Enfin, en combinant les formules 


cnAudndAu 


Cu—t,u= Cr | 
snAudnAu . 
G,u—f,u=— Veit a (i=Ve—e;), 


snAucnÀu 
tu —tu=— Va ani | 
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qui résultent d’une dérivation logarithmique des formules reliant 


sn, cn, dn à pu et en posant 


= + 3 (—B<o<+4, K=0,Vara), 
Sr ae Vei— és 2 2 
on obtient finalement les formules trés simples ci-dessous : 
A = — = cn20, 
Ver — €: 
Bie = a sn20 dn20, 
a I 
ot C+D—2 Ve —e > 


I k? 
C—D= 2 Veena [t+ Fra cn 20|, 


eg — € 
pak rene cn°20. 
Va— Ca < 


En se servant de l’identité connue 


D —— 


aty=thagtaefi gt, 


on peut encore écrire la quantité U — Dxz sous la forme 


U—Dri=(C—D) Con Sy — ny] — 2B(n-+ 018) + oi L 


(65) | avec 


L = (C+D) (—t:)+~(C—D) (640-6) 2B (pl a) 


Le calcul ne présente alors plus de difficultés, en se servant des 


formules faciles à établir : 


p—a=—(a— a), pape) (Gt 


on obtient, après une réduction qui consiste essentiellement, comme 


nous allons le voir, dans la disparition des termes pairs en 6, 


66 ra gr 8020 dn2d(1+en°20) 
(66) L=2(e—e,)4 Seem. 


mt br 
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Résumé des formules. — Ce calcul donne en résumé les formules que 
Je groupe ci-dessous, et auxquelles il faut adjoindre les formules (64) 
donnant les valeurs des coefficients A, B, C, D : 


ie pe ie SNe ee 
Les E he Sali cn20 ae F 
TE PRE sn20 t 
M| vei # cnad eae ue 
(67) , (a=—mp2); 
2=M |— 3 (U— dra] . 
a? Ve;— e, dn20 — kK’ T. 
lr=mf k' cn20 D] 
V+W==-ri(C+D), 
68 
08) V — W— ni|(G—D) se + =| +20(U—Dai); 
Gy Ve — es Gi i 
el U2 De LC Ln) Ee rm ae — 2B(ny + 0,¢)) 
Vei— €3 C1 63 
,Sn20 cn20(1+ cn?20) 
=- 26)4(€,— e;)k Aenea aL 
Considérations de symétrie. — Les formules que nous venons d’éta- 
blir sont susceptibles d’une vérification intéressante. Si l’on change à 
en —9 (ou 1 en 0), 1), la disposition des différents points. L, 


Z,, Z:, Z, dans leur plan se trouve renversée par une symétrie autour 

US : a ee é (A) aoe ote 
de la parallèle à l’axe imaginaire d’abscisse as et l’on voit immédiate- 
ment que les coefficients A, C, D ne sont pas modifiés par ce change- 
ment, tandis que B et U — Dr: changent de signe et que V et W se 
permutent (‘). Il s’ensuit que, dans le plan (2), x change de signe, 
y ne change pas et que / et /’se permutent. Les deux mouvements ainsi 
créés ne différent donc que par une symétrie autour d’un axe hori- 
zontal échangeant les deux plans. 


(1) Il est à peine besoin de dire que les calculs ne se sont pas présentés sous la forme 
définitive dont j'ai donné un exposé synthétique, mais qu’au contraire, c’est cette symé- 
trie qui, pressentie et poursuivie, a conduit aux simplifications signalées. 7 
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Cas particulier 6 = 0. — Les considérations précédentes montrent 
que le cas particulier à — o conduit à un mouvement présentant un 
axe de symétrie, les deux plans ayant alors même longueur et étant 
dans le prolongement l’un de l’autre. C’est là un cas particulier qui a 
déjà été étudié par M. H. Villat, d'abord dans sa Thèse pour un 
obstacle de forme générale, puis, dans le cas même qui nous occupe, 
dans un Mémoire ultérieur ('). 

Les formulès se simplifient alors considérablement et l’on trouve en 
particulier, N étant un coefficient positif : 


| L—=V=N(4+x) 


1— À’ sd À 
y=N{ k' 7 | (a>0): 


ke 
A= Nata 


(70) 


Le coefficient de contraction du filet fluide intermédiaire a pour 
valeur 
eee | oa ee 
(71) > ioe 


1+ “ae 


Il varie entre 1 et la valeur — 


5 qu'il aurait dans le cas limite où la 


grandeur des deux plans pan presence par rapport à l’intervalle 
qui existe entre eux, et ce résultat est d’ accord avec des travaux anté- 
rieurs (?). 


Retour au cas général. Etude de la pression. — Par un raisonnement 
identique a celui quia deja été exposé en détail plus haut, on trouve 
que la valeur de la pression supportée par l’obstacle supérieur a pour 
expression 

F + Wy 
P'=— — | ein af k 


21 
— 03 


(1) H. Vittat, Thèse (Annales de l'École Normale, 1911, p.203), et Sur un calcul de 
résistance dans un courant fluide limité par un mur (Annales de l'École Normale, 
1918, p. 251). 

AG ) Voir pene Vorlesungen sie Mathematische Physik, t. 1, 22° Leçon, p. 295. 
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et-un calcul simple donne pour cette intégrale 
; 
(72) P’=M-_W. 
La pression sur l’obstacle inférieur s’en déduira par le changement 


de Ô en — 6,-d’ou 


(72 bis) PM: V. 


De l’ensemble de ces formules nous allons tirer d’abord une coinci- 
dence fort remarquable; on a, en effet, 


— EMI DS Male 


(73) Ter 
Mee Es fi ae -(¥4+W)| = ter, VS 


a ey 7 


ce qui conduit a 


Autrement dit, la pression moyenne par unité de surface pour l’en- 
semble des deux plans est la même que pour le plan normal unique ('). 


Étude de la disposition voisine du cas symétrique. — Nous allons 
terminer ce Chapitre en examinant d’un peu plus près la disposition 
du plan (3), en nous bornant au cas où à est très petit (nous le 
supposerons positif). En négligeant les puissances de à supérieures 
à la première, les formules trouvées plus haut deviennent 


| t=M [C2 + =) Vey — €: + 43 (Va—e + = mace) 
E (75) ‘ æ=M[$ (m+ ae) |, 
40 n3 + ee | 


P=M|Iva—e +4 i 


(2 et P’ s’obtiendraient en changeant 0 de signe). 


(1) Ce résultat avait déja été obtenu par M. Villat, ne seulement dans le cas parti- 
4 
culier signalé plus haut, cas où l'on a Lady ge où A donne la valeur de la pression 


par unité de surface pour chacun des plans. 
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Il est facile de reconnaitre quels sont, dans ces formules, les signes 
des coefficients de 6. En effet, en introduisant les constantes de Jacobi 
et de Legendre, on a(T. et M., form. CII, 1 et 2): 


Tz 
ea "But ere 2  cos?o do 
+ 6), € = e, —e E—k?K]= Ve,— e; A? = oO, 
Ni Hits Ve 3L ‘ Vi Æsin'o 
j æ 
Na+ aes 2 cos*o do 


Ve, — e, [E’— 4? K’] = — Ve, — ek? © — 
t ver al | “i F Vi--ksin?g 


Z K 
ee. 2 costod: 
PON ane ese ln pro Fee elt 
0 


t V1— k? sin?o 


Cette dernière quantité est évidemment positive, car l’intégrale qui 
y figure est inférieure à l’unité, valeur qu'elle prend lorsque Æ' est 
égal ar. 

On en déduit immédiatement les résultats suivants : 

Lorsque les deux plans sont dans une disposition susceptible de 
comporter des sillages illimités et voisine de la disposihhn symé- 
trique : 

1° C’est le plus grand des deux plans qui est en avant; 

2° La pression par unité de surface sur le plus grand plan est 
inférieure à 


ani elle est supérieure à cette quantité sur le plus petit 


plan. 


Autrement dit, dans ce cas particulier, la présence du plan d’arrière 
diminue la pression le long du plan d'avant. 


Etude du cas particutier où l’un des plans est petit par rapport 
à l’autre. — Nous allons encore étudier maintenant le cas où l’un des 
deux plans (le plan inférieur par exemple) est très petit par rapport 

à l’autre. Nous obtiendrons ce cas-en supposant que, dans la for- 
eile (39) trouvée précédemment, les nombres a, a, b viennent se 
confondre et l’on vérifie facilement que ‘cela revient à dire que la 
période 2, augmente indéfiniment, la période 2, restant finie. 

Comme dans l’étude précédente, nous ferons le passage à la limite 
ainsi défini sans nous préoccuper tout d’abord de Vhorizontalité du 
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jet intermédiaire, quitte à envisager cette MMA supplémentaire 
à la fin des calculs. 

Les formules classiques de du dae fonctions elliptiques 
(voir T. et M., form. CXXII) permettent de résoudre facilement ce 
problème, 

Nous poserons 


Zi es | hi ne: Z L iZs i : L 
303? Gia: (e<i<}), Elle aaa (m> 0), 
Ts SE El A 


203 


ce qui revient à remplacer le domaine (Z) par un domaine (+) entiére- 
ment analogue, à cela près que le côté vertical de droite est rejeté 
à l'infini. ; 
La formule iy bis). donnant Q deviendra alors 
chr(il— 6) TT 
2 


GE) rh chr(d+e) 


Un calcul simple, dont je ne transcris pas ici. le détail, Hs de 


. même la valeur de df : 


chr(il—e)chr(l+v)share, de 


(77). df=—M ; <2 
sh?x (+ =) sh?r r(e+ =) chr(s + m)chr(v — m) 
: d'où nous déduirons par conséquent 
(78) Mu: ch?r(il — ¢) sche ars | 


she (e — 5) sh?r RE à) cha (¢ Sead Sas m) 


M, étant un coefficient réel Rea dont la donnée pourra remplacer. 
celle de w,. | , 
Enfin la condition (44 std a(? = = 0, deviendra 


L r k 
chr (ie — ï) 


(79) ee i+ + 2 =o. 
| char (it +2 ) 


2, 


(1) Naturellement Æ n’a rien de commun avec lo men des fonctions _clliptiques 
introduites précédemment. 
Ann. Éc. Norm., (3), XXXVIIL. _ - Ocrosne bia LT 38 
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En résumé, le problème dépendra de quatre paramètres: #,/,m,M,. 
Pour les déterminer, il faudra adjoindre à la relation (79) les condi- 
tions de position provenant du plan (3), conditions qui sont au 
nombre de trois (longueur de l'obstacle supérieur et coordonnées de 
l'obstacle inférieur réduit à un point). “Comme dans le cas général, le 
problème est donc déterminé, sans que 0’ A PHIME FEES à l’avance l’in- 
clinaison du jet intermédiaire. 

Il est facile ici d’expliciter entiérement le mouvement dans le 
plan (=) et d'étudier ses particularités. Tout d'abord, la relation (79) 
permet de tirer facilement / en fonction de & par la formule 


tangr{ = cothr À 
(80) | angri— cothr= 


Si alors, dans la formule (78) donnant ds, nous faisons le nouveau 


changement de variable 
cothre = u 
en posant aussi 


thram=p, tangrl= cothn À = p (o<p<i<p), 
on aura 


L ye (u—ip} (u—:1) 
(81) TENTE] 


u du, 


N, étant un nouveau coefficient réel positif de grandeur pouvant rem- 


_ placer le précédent M,. 

Ce même changement de variable conduirait aussi à la nouvelle 
valeur de Q 
(82). ein —; Harel! 28 
ra to 


Il serait facile, par une décomposition en éléments simples, de cal- 
culer explicitement 3, mais ce calcul ne nous serait pas d’une grande 
utilité; nous nous contenterons d'étudier de façon précise es forme 
des différentes lignes de jet. 

. Nous remarquerons tout d'abord pour cela que la transformation 
cothre =u fait correspondre de façon conforme la demi-bande illi- 
mitée constituant le domaine(v) à un certain domaine dans le plan (u). 
On vérifie sans difficultés que ee nouveau domaine (u) est formé du 
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quatrième quadrant du plan (wz), ia partie positive de l’axe réel corres- 
pondant aux lignes A‘, A,, Ay, À, la partie inférieure de l'axe imagi- 
naire aux lignes &, et w, (voir fig. 19). 


Fig. 19 
0 |-=---- Che Prac gérGvres 
a cis Wea ARRET 
Plan(u) 
(es ps : 


On aura donc les différentes lignes de jet en faisant varier uw par 
valeurs réelles et positives ef, en élan æ et y les coordonnées d’un 
point quelconque de ces lignes, on obtiendra la représentation para- 
métrique suivante : 


ves (1? —1) 4? 
= aN f (Fp (anne ess 
qe ee Wu 
du oN (i py (ut py 
en prenant comme origine le point de départ de la ligne 4). 


La considération de ces deux intégrales suffit, sans qu’il soit besoin 
de les mettre sous forme finie, pour reconnaitre la forme générale de 


ces lignes. 
Nous aurons tout d'abord 


(83) 


(84) dz 2pu 


(1) On vérifierait facilement que cette. valeur, qui doit représenter tang®, est bien 
d'accord ayec celle que l’on tirerait de la formule (82). 


Toi 
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Suivons alors les variations de w en partant de l'origine. 
Si u varie de o à p, on obtient une ligne partant du bord inférieur 
de l'obstacle fini avec une tangente verticale, tournant toujours sa 


wo, 
‘ 
\ 
\ 
se 
a 
phe 
, . 
me 
SC? 
. 
ig bei: 0° 
=. 
Te SP ete ~ 
Sy, te, Ces 2 
LS SE Lire ss am 
D ba 4 <. cd 
À LS ~ , 
L . s 
we Sc 
7 


concavité vers la droite, ayant une direction asymptotique de coef- 


. . 2 2 . , . , 
ficient angulaire Par essciitiellement négatif, et l’on constate sans 


; a a à 
peine que l'intégrale y — erin x reste finie quand u tend vers u, donc 
qu'il y a une asymptote. C’est la ligne X,. 


Si le point w évite par un petit demi-cercle le pôle simple u =u, 
l'intégrale s varie de la quantité 


toe 
(85) NT 


représentant, au facteur vz près, la moitié du résidu relatif à ce pôle, 
et par suite le point (3) éprouve un déplacement normal à la direction 
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asymptotique précédente, sensiblement rectiligne (si le demi-cercle 
est très petit), et ayant pour longueur 


(85 bis) i AN, = x (= 8) (ute), 
| 8 igehbaank. ) 


Cette dernière quantité est a largeur asymplotique de la veine com- 
prise entre À! et À,. 

Si u varie à nouveau par valeurs réelles de ua 1, le point (z) décrit 
la branche de courbe À,, tournant sa concavité vers la gauche et ayant 
une asymptote parallèle à la précédente (à la distance A de celle-ci). 

Pour & —1, on obtient un point de rebroussement (c'est ce point 
qui constitue le petit obstacle &,w, réduit à zéro) avec une tangente 


as) 
de coefficient angulaire a 


» négatif, inférieur en valeur absolue a 


celui de I’ asymptote. 

Si u varie de 1 à p, on obtient la branche À, partant du point de 
rebroussement, tournant sa concavité vers la droite et ayant une direc- 
tion asymptotique horizontale avec une branche parabolique. 

Si le point (w) évite le pôle triple u = p par un petit demi-cercle, le 
point (s) décrit un cercle de rayon très grand entourant tout le fluide ° 
en mouvement. 

Enfin, si w varie de g 4x, on obtient la ligne À;, sans cesse concave 
vers la droite, ayant aussi une branche parabolique de direction 
asymptotique horizontale et aboutissant avec une tangente verticale à 
l'extrémité supérieure de l’obstacle fini. 

On vérifierait sans peine que le point d'arrivée est bien sur la verti- 
cale du point de départ et aussi, comme il arrive constamment dans 
toutes ces théories, que les rayons de courbure en ces deux points 
sont nuls. 

Il y a alors recouvrement de plusieurs parties du plan (3), la veine 
fluide qui passe entre l'obstacle supérieur et le point de rebrousse- 
ment se superpose à la masse du fluide qui passe au-dessous de ce 
. dernier point (voir fig. 20). 

J'ai tenu à décrire de façon complète ce cas particulier parce qu'il 
met nettement en évidence les singularités qui peuvent se produire 
dans les passages à la limite. Au fond, la solution que nous venons de 
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former ainsi, bien qu’inacceptable au point de vüe physique ('), à cause 
du recouvrement mentionné ci-dessus, n’en est pas moins, au point de 
vue mathématique, une solution répondant aux équations du mouve- 
ment avec un plan normal unique, et cette solution renferme une infi- 
nité continue de mouvements dépendant de deux paramètres, puisque 
le point de rebroussement, dans des limites très larges, peut être arbi- 
trairement déplacé. 

Si nous étudions de plus près maintenant l’inclinaison de la veine 
sen © 
nous voyons qu'il est impossible qu'elle soit jamais horizontale, sauf 

dans le cas particulier où l'onau=p=1. 

Or, dans ce cas, le point de rebroussement est rejeté à l'infini, 
comme on le voit immédiatement sur les intégrales, et l’on obtient 
comme limite la solution classique de Helmholtz pour le plan normal. 

Enfin, si w tend vers 1, 9 restant quelconque, on constate que la 
largeur asymptotique du jet intermédiaire tend vers zéro, on retombe 
encore sur la solution classique que nous venons de mentionner, 


comprise entre À, et À,, dont le coefficient angulaire est égal à 


. ns s u ’ 
comme on le voit en faisant le changement de paramètre - = w’, et 


l'on obtient ainsi un passage à la limite très caractéristique : les deux 
lignes À, et À, tendent à se raccorder pour former la ligne de jet infé- 
rieure du sillage unique, le point de jonction est la position limite du 
point de rebroussement; la ligne À, et la branche infinie de X, 
tendent à se confondre avec la tangente en ce point à la ligne de jet, en 
comprimant entre elles, jusqu’à ce qu’elle disparaisse, la veine fluide 
intermédiaire du cas général (voir la figure 20 qui a été dessinée dans 
une disposition voisine de ce cas limite). 


_ ———————————_—_——_—_— —— 


(1) On peut cependant remarquer qu'une expérience rudimentaire peut donner nais- 
sance à des phénomènes analogues à ceux que nous venons de décrire. Si l’on fait couler 
un jet d’eau assez puissant dans un vase jusqu’à ce que celui-ci déborde, il se forme des 
nappes de liquide s'échappant des bords. Si, dans une partie à peu près plane d'une de 
ces nappes, on place un obstacle, la nappe interrompue forme derrière lui deux lignes 
de jet rappelant la disposition classique du mouvement avec obstacle unique. Si main- 
tenant on introduit dans le liquide en chuie une tige mince, il se détache une veine 
liquide qui, si la tige n'est pas tout à fait normale à la nappe, peut se superposer 
à celle-ci, en passant légèrement au-dessus par exemple, et l'ensemble des lignes ainsi 
constituées présente très approximativement la disposition que nous venons de trouver. 


ma es 


PER en eq ER eel 
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En résumé, nous tirons de cette étude la conséquence importante 
suivante : 

Dans le mouvement, uniforme à l'infini, d'un fluide avec deux 
obstacles plans normaux au couränt, dont l’un est très petit par rap- 
port a l’autre et dont l’écartement n'est pas considérable par rapport a 
ce mème obstacle, la disposition avec des lignes de jet s'étendant 
à l'infini derrière chaque plan ne peut jamais conduire à une solution 
physiquement acceptable. 


II. — Etude du mouvement avec deux plans normaux au courant dans Vhypo- 
thèse où les lignes de jet de l’un des plans se raccordent avec l’autre. 


La seconde hypothèse que nous avons à envisager dans le mouve- 
ment d’un fluide avec deux obstacles est celle où les deux lignes de jet 
issues de l’un des plans viennent se raccorder avec l’autre. Il existe 
alors une plage de fluide inerte à l’arrière au second plan, de pression py, 
entièrement analogue à celles que nous avons déjà étudiées, limitée 
par deux lignes de discontinuité sur lesquelles la vitesse est égale à 
l'unité, et en plus une seconde plage de fluide au repos, comprise 
entre les deux plans, de pression supérieure à la précédente, limitée 
par deux lignes de discontinuité À, et À, sur lesquelles la vitesse a 
une valeur inférieure à 1, valeur que nous appellerons comme précé- 
demmente ‘(a >o). 

Il n'y aura ici qu’une ligne de courant se divisant en un point de 
l'obstacle d’avantget par suite le domaine correspondant au fluide en 
mouvement dans le plan (/) comprendra encore la totalité de ce plan 
avec une seule coupure partant de l’origine, le long de la partie posi- 
tive de l’axe des o. 

“Le domaine du plan (Q) se construit facilement; il est formé de la 
demi-bande comprise entre les deux droites @ = + . et siluée au-des- 
sous de l’axe réel, entaillée par deux coupures horizontales portées 
par la droite T=—a, coupures dont les extrémités correspondent 
aux points d’inflexion des lignes X, et À, (voir fig. 24). 

Ceci posé, conformément à la méthode générale, la transfor- 
mation f=2 fera correspondre au domaine (f) la partie supérieure 

20% 
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du demi-plan (4); aux points de séparation des différentes lignes & 


et À correspondront pour ¢ des points d’affixes c’, D’, a’, a, b, c; aux 


Fig. 21. 


wee 
Pee. 
. 
ee. 


points d’inflexion de A) et À, des points d’affixes 8’ et 8; et ces diffé- 


Fig. 22. . 


Plan (F) 


rents nombres seront réels et rangés dans l’ordre c’, b’, B',a',o,a,f,b,c. 


Fig. 23. 
Plan (t) 
c’ "6: a’ a B b i 4 
Re OR a 


L'application conforme du domaine (Q) ‘sur le domaine (t) se fait 


a 


ee 


eee A té OT à ae Tete me 


tél. 


# ey ’ laa 
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alors au moyen de l'intégrale 


(86) 2x f RTS) nn le. di men di 
J, t¥(t—c) (t=) (t—a’) (ta) (t— 6) (t— ec) 


Fig. 24 
u 
Se ea ee 
À: on ik. 0 
| | = see = 
À: ; X 
D Re 
| ww! Plan (2) oo Î 


le radical ayant la détermination positive pour les grandes valeurs 
réelles et positives de ¢, et K désignant une constante réelle et 


positive. 


Conditions provenant du plan (Q). — Ces conditions se traduisent 
‘par les équations suivantes : 
Q(c’y=— 7, Qc) =+ =, 
Rie ste cela Sei ge 
ae = 5 — ab Q(b) = + 5 — db 


T ° T ; 
Q(a’) =— - —al, Q(a)=+ - — al. 
2 : 2 
On voit immédiatement que ces conditions se réduisent aux sui- 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIL — Ocrosre 1921. 39 
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b 
Se ee 
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vue Loc 


vantes : 


Les constantes du problème sont au nombre de dix : les valeurs 
remarquables de ¢(a, b,c, a’, b,c, 6, 8’) et les deux constantes K eta. 
Pour les déterminer, il faut adjoindre aux équations ci-dessus les 
équations provenant des conditions de position et de grandeur don- 
nées par le plan (5). Ces conditions sont au nombre de cing : longueur 
du plan d'avant et coordonnées par rapport à l'une de ses extrémités 
des deux extrémités du plan d’arriere ('). 


Ona donc en tout dx paramètres reliés par onze équations qui sont 


évidemment indépendantes. Ici encore, le problème est en général 
impossible; autrement dit, l'hypothèse faite au début sur la connexion 
des sillages suppose quelque chose de particulier dans la disposition 
des deux plans. 

Il existe un cas évident où cette disposition particulière se trouve 
réalisée, c'est celui où les deux plans sont orthogonaux à la droite 
joignant leurs milieux. Le mouvement présente alors un axe de svmé- 
trie et il en est de mème des domaines (/), (4) et (4). Il n'y a alors 
plus que six paramètres (a, db, ce, 8, K, a); d'autre part, les équations 
ci-dessus se réduisent à trois, les relations de position à trois égale- 
ment et le problème est alors déterminé. Il serait possible d'en pour- 
suivre la solution, car l'intégrale Q s’exprimerait dans ce cas par des 
fonctions elliptiques ; mais nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, 
à l'étude d’une disposition encore un peu plus particulière. 


Cas où le plan d'avant est tres petit. — Lorsque l’un des deux plans 


(1) I ne suffit pas de se donner les courdonnées de l'un de ces deux points et la lon 
gueur de la lame, car il faut de plus exprimer que les deux segments w; ct æ, sont dans 


le prolongement l'un de l'autre, comme nous le verrons plus loin dans un cas parti- 
culier. 


PROBLÈMES D'HYDRODYNAMIQUES RELATIFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS. 307 


est très petit, c'est nécessairement celui d'avant, et nous obtiendrons 
cette forme particulière des obstacles en supposant que, dans la for- 
mule (86) donnant Q, a et a’ tendent vers zéro. Q prend alors la 
forme | 


(87) o =—K:f MESS ean 
fe Py ea — ve. by (te) 


at 


dt 


(le radical. étant toujours positif pour les grandes valeurs réelles de 2). 

Il est facile de se rendre compte (ce qui, du reste, était à prévoir) 
que les conditions géométriques imposées à © dans son plan entrai- 
nent nécessairement le fait que 3 et 8’ doivent tendre aussi vers zéro. 

Tout d'abord, le point to ne peut pas être un pôle double de 
l'élément différentiel; en effet, lorsque le point (¢) décrit dans son 
domaine un petit demi-cerele pour éviter le point zéro, le point (Q) de 
son côté doit décrire un segment fini de longueur = parallèle à axe 
réel. Or ceci ne saurait avoir lieu pour un pôle double, et nécessaire- 
ment l’une au moins des deux quantités 6, 6’ doit aussi tendre vers 
zéro. Mais alors on obtiendra le déplacement en question du point (Q) 
en formant la quantité — re, 9 étant le résidu relatif au pôle en ques- 
tion, et, d’après la disposition des constantes, ce résidu est réel et il est 
impossible que le déplacement du point (Q) ait la valeur réelle 7. Le 
pole doit done disparaitre complètement et l'intégrale Q se réduit à la 
forme très simple suivante : 


at 


87 bis) Q K es Suds 
7 OS = — ee ee 
+ re Ter 


L'intégration est alors immédiate; il suffit de poser, comme nous 
l'avons déjà fait plus haut, 


! ! 
LA Praha À (3H + b'+b+e, 0 <y<auw); 


OY Aes Oe 4 


Q devient alors 
(88) | Q=— KZ 


et le domaine (Z) aura la disposition indiquée par la figure 25. 


Détermination des constantes, — On devra avoir les quatre condi- 
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tions 


pins; arse ie hab faced PANE Logs 
a(—%) + a(=b+o+0,) = = St 
2 2 2 ¢ or 


qui s’écrivent encore 


em 
DR LEA 2 
j aa get | yo ee ee 
K (2% — +. a? K (2 a) = + at 
Fig. 25 
Une Us — Ws a +03 #3 
SDS UD DU LS IAE 
Plan \(Z) 
| DW), wm, 
Ay Ae 
-o, oo LE: > FD, 
2 


Ces équations se réduisent à trois et l’on en tire immédiatement 


x t 
K=—, y=on R= =% 
© i 


(on voit que la quantité a est bien positive et méme que la vitesse le 
long des lignes X,, X,, qui est égale à e~, est précisément la quantitég 


relative aux fonctions elliptiques introduites). 
La formule donnant ¢ devient 


xls pee Si 
TA pl—e, F 4 


et l’ona 
dt=[pZ— p(Z+,)] dZ, 


cc ne it Alyn, > rss 


ee “émet Mimet 


eee ae 
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d’où 

_ (89) df =atdt=a| Sek: +2] [pZ— p(Z+o)]4Z 
et, par suite, 
(ge) ‘ z =fe™ ES + > | [pZ— p(Z + 1)]4Z. 


Cas particulier S, = 0. — Nous allons étudier, tout d’abord, le cas: 
particulier où S, est nul, quitte à démontrer, un peu plus tard, que ce 
cas est le seul intéressant pour notre objet. Il est facile de voir que ce 
eas particulier est celui où le mouvement présente un axe de symé- 
trie. En effet, on démontre, dans le calcul classique de l'intégrale Q 
(voir, par exemple, ArreLz et Lacour, Fonctions elliptiques, p. 254), que 
l’on a, si le polynome (¢ — e’)(¢ — 6’) (¢ — b) (t —c) est mis sous la 
forme t'+ 4a,t + 6a,t? + 4a,t+a,: 


yp’ y=4s— Ga as +oai. 


Dans le cas qui nous occupe, on a donc à la fois, puisque y —w,, 


dj = 0; As — 9; 


le polynome (¢—c’)(¢ — b')(t — b)(t —e) sera ae bicarré ; ; on 
aura D = — b, c'=—c, ce qui entraîne la symétrie annoncée. 

Le point correspondant at =o est alors le point Z = w,, et, dans ce 

as, l’intégrale z prend la forme plus simple ci-dessous : 
bte ttt 

(9!) safe ™[p'Z+p'(Z+,)]d7Z 
(voir T. et M., form. CII, 9, dans lesquelles on fait a=Z, b=o,, 
c=—0o,—Z). 

Conditions de position provenant du plan (3). — Dans le plan (=), 
les données du problème sont au nombre de deux : la distance d des 


deux plans et la longueur / du plan d’arrière. 
- La longueur / s “obtiendra | en prenant l'intégrale entre les limites 
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(1) 
— = et'+ = et l’on aura exactement 


w, 
2 


int 
— il = [ e “ [p'Z+ p'(Z-+,)]dZ. 


+ 


Or, il est facile de calculer cette intégrale sous forme d’un déve- 
loppement en série, ce qui nous suffira ici ('). Au moyen de deux 


Fig. 26. 


Cas où le premier plan open 
est tres petit ¥y ; “x, 


Senn 


intégrations par parties successives, elle se ramène à la forme 
suivante : 


LO 

n Shh Ver fee 

. . ie , 

= iphone E fe [Lae Leo) lee. 
. 4 1 w 


2 
om, 


LE irZ 


Pour effectuer le caleul de l'intégrale / e ™ CZdZ nous choi- 
[0] 


+ 


1 


2 
sirons un chemin d’intégration formé des deux segments rectilignes 
6) d 6) +, , à 
| — = hoes e| et Le, + 3] reliés par un petit demi-cercle C, de rayon 
très petit e contournant le pole Z = o. 


a ee EE S 17! 


(1) La fonction sous le signe somme est une fonction de seconde espèce à multiplica- 
teurs spéciaux dont on ne peut calculer la primitive, 
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» On aura ainsi 


ie , . . . 
L'intégrale le long du demi-cercle a pour limite, quand ¢ tend vers 
zéro, la quantité — ri. En réunissant les deux autres intégrales, on 
met leur somme sous la forme 


ui 

» 2 r 

: REP 
—aif sin — ?Z d/: 


6), 


Or, sous cette forme, la fonction sous le signe somme est régulière 
à l’origine, et à la limite on aura donc 


w, FT 


? -T RE 
eva that = sim ab: sin 67; 
or 0 Gi 


2 


Un calcul analogue (un peu plus simple puisqu'il n’y a pas de pole 
sur le chemin rectiligne d'intégration) donnera, de même, 


ou, @, 
te ts Cape 


a 2 Sint 
e. FEL toy) de = Et gf CESR (Lal 
@ 


ie 


= 
2 


ei 
2 


2 pol! 6)1 


= aa ns SE (A) dks 
V6 GO), 


Wy 


2 


À i Ss ne eke ar 
LEZ LE ZI dA 
2 on OÙ J, 6)] 5 


Or, on connait pour £Z et ¢,Z des développements en séries trigo- 
nométriques très convergents (T. et M., form. CVI, 2) qui donneront, 


rey) 
en posant — =u, : 
oo 


æ 
Z Z leo — tang — | 4 rs sin2pu 
€ ee lhdomeen — — tang — — — —— 2pu. 
RAR ™ + 2 53) G <d 1— gi? 
1 


En multipliant par sinw et en intégrant terme à terme la série unifor- 
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mément convergente ainsi formée, on aura 


w, 


«2 &p 
f sin TE (2 + WAT A — D Ae À Du, Fe DR Dore: 


oe 


D’autre ue a aussi (T. et M., form. CVI, 3) : 


ds A Te? a v Perey 4p 
Dei = TS: 2 OF du (— 1) TE qe 
¢ 1 
d'où, après quelques réductions faciles, 
2 ae | 1 qi? 
(92) l= appr) sg DD Er ey ee 


La série du second membre est une série alternée, trés rapidement 
convergente pour peu que g soit petit; son terme général, pris en 
valeur absolue, peut se mettre sous la forme 


Pis pgÎr 
span age 


or, on veérific très facilement que les deux facteurs ainsi écrits 
décroissent à partir de p= 1. Le terme général lui-même est donc 


sans cesse décroissant en valeur absolue, et l’on sait que, dans ces. 


conditions, la somme de la série est du signe de son premier terme. 
Nous en retiendrons la conséquence, dont nous nous servirons un peu 
_ plus loin, que l’on a 


(93) 12 = (447), 
1 


l'égalité ne pouvant avoir lieu que pour g = o. 

Un calcul absolument du même genre, que je ne reproduis pas dans 
le détail, nous donnerait la distance 4 des deux plans en prenant la 
partie réelle de l'intégrale 


+ Lo 
LEE | _ inh 


¢ [p’Z+ p'(Z + w,)] dZ, 


© Wy 
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ce qui donnerait 


æ = 


I 1) T° el I gee” 
(94) d == — q—2— SN — _t 
q AN D? 4p?—1 1—-q'P 


Calcul de la pression. — Un raisonnement déjà employé nous mon- 
(rera que la pression exercée sur le plan d’arriére est égale à la résul- 
tanté de toutes les pressions élémentaires agissant sur le contour 
G2À,À,G,, diminuée des pressions p,ds agissant sur sa face arrière, 


c'est-à-dire à l'intégrale 
Gare 
~ 1— \?)ds 
= fu Ye 
étendue à ce contour. 
Le calcul de cette intégrale est identique à celui qui a déjà été fait 
plusieurs fois et l’on trouve 


E Hae eae T° 
(95) P=r x résidu de l’origine = —- 
Eur 


: ar . Er ake ME 
La pression par unite de surface est alors =, et l'on voit, immédia- 


> valeur qu’elle n’atteint 


Te 


tement, qu’elle est toujours inférieure à on 
que dans le cas limite où g (c’est-à-dire e*) est nul. Dans ce dernier 
cas, du reste, il est facile de voir qu’on retrouve la solution classique 
de Helmholtz pour le plan normal, la plage avant de fluide mort se 
réduisant à zéro. Si l’on fait varier g de o à 1, cette plage se développe 
de plus en plus et l’on obtient, ici encore, une infinité de mouvements 
qui sont tous, au fond, des solutions, du point de vue mathématique, 
du problème du plan normal unique, et ces solutions comportent 
une indétermination à un paramètre, puisqu'on peut choisir g arbi- 
trairement. - 

De cette théorie, nous retiendrons surtout le fait important suivant, 
fait qui, s’il est confirmé par l’étude du phénomène réel, est suscep- 
tible d'importantes applications pratiques : | 


Un solide formé de deux plans solidaires admettant le méme axe de 
symétrie, dans lequel le plan avant est très petit par rapport à l'autre, 
éprouve moins de résistance de la part du fluide que st le plan arriére 


existait seul. ” 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVI. — Ocronre 1421. 4 


40 
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Cas où S, est différent de zéro. — Revenons, maintenant, au cas 
où S, n’est pas nul. Dans ce cas, la formule donnant s peut se décom- 
poser en deux parties : 

; =f " r r Si i , ñ 3 

a [ic » [p'Z+ p(L+o,)]aZ+— fe © [pZ—p(Z+0,)] dd. 


2 


Nous venons d’en étudier la première partie et nous avons vu que, 


— à + =, sa part contributive était pure- 


lorsqu’on intégrait de — 
ment imaginaire; nous allons voir qu’au contraire, prise entre les 
mémes limites, la seconde intégrale comporte toujours une partie 
réelle non nulle; autrement dit, qu’il est impossible, dès que S, 
est différent de zéro, de réaliser l’alignement des deux segments 
©, et G:. 

En effet, on a, par un calcul analogue à ceux déjà faits : 


+ ell : à T° aT 7 TL 
f 6 [pL—p(ht+o)laz=—% —** (sin ™ (ex ea) a0. 
1 


“oy, 1 O1 Jo 


+ 


On pourrait calculer, très facilement, l'intégrale définie du second 
membre sous forme de développement en série, mais il nous suffit, 


Fig. 26 bis. 
Fm. Ai 
= ‘ 
Ai f 
ae Ww, 
SA À / 
ig 
Ne = 
\ $,#0 Oc) 
\ 
We 
\ 
\ 
> 
Le 


pour notre but, de remarquer que l’élément différentiel en est toujours 
positif, donc, que l'intégrale du premier membre a une valeur néga- 
tive, essentiellement différente de zéro. 
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Nous voyons done que l'hypothèse 8,40 correspond, nécessaire - 
ment, à un obstacle à deux paliers, comme l'indique la figure 26 bis. 
Ce cas, intéressant en lui-méme, ne répond pas au probléme que nous 
avions en vue, ainsi que nous l’avions annoncé précédemment. 


III. — Étude du mouvement avec deux plans normaux au courant, 
dans l'hypothèse où l’un des sillages est fermé à l'arrière. 


Ainsi donc, les deux hypothèses que nous avons essayées jusqu’à 
présent nous ont conduits à des résultats analogues. Que l’on tente de 
traiter le problème avec deux sillages illimités, ou au moyen de lignes 
de jet allant d’un obstacle à l’autre, les solutions trouvées ne con- 
viennent qu’à des dispositiôns particulières des deux obstacles. Il ne 
reste plus qu’une seule hypothèse possible, c’est celle où l’un des deux 
sillages seul est illimité, l’autre se fermant derrière le plan qui lui a 
donné naissance. Cette hypothèse d’un sillage fermé se présente du 
reste comme une conséquence normale des études précédentes. En 
effet, quand nous avons cherché à réaliser le mouvement avec des 
lignes de jet s'étendant à l'infini derrière les deux obstacles, nous 
avons vu qu'en général le jet intermédiaire qui se formait n’était pas 
horizontal. Si on le suppose par exemple ascendant, il vient recouper 
la ligne À’, créant ainsi une impossibilité physique. En réalité, on 
conçoit que ce jet se raccordera avec cette ligne A), en isolant entre 
elle et lui une certaine masse de fluide inerte à l’arrière de l'obstacle 
supérieur, masse qui, une fois le régime permanent établi, sera à une 
pression supérieure à celle qui règne dans le reste du sillage illimité. 

Nous prévoyons immédiatement les difficultés nouvelles qui vont se 
présenter; elles tiendront essentiellement au fait que le domaine du 

fluide en mouvement ne sera plus simplement connexe et que l’appui 
de la formule de Schwarz pour la représentation conforme nous fera 
défaut. 

Aussi allons-nous commencer, dans une étude préliminaire, par 
établir une généralisation de l'intégrale de Schwarz pour les aires 
doublement connexes limitées par des polygones rectilignes. 


21 
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Représentation ‘shinies des domaines doublement connexes à con- 
tours rectilignes. — Nous allons tout d’abord faire choix d’un domaine 
type ol nous effectuerons la représentation conforme, domaine 
qui jouera le même role que le demi-plan supérieur de la variable z 
pour les aires à connexion simple. 

Nous considérerons à cet effet une variable rémpiexs y, affixe d’un 
point variable dans un plan (¢). Soit + une quantité imaginaire pure 
à coefficient de z positif; nous considérerons la bande du plan (+) 
comprise entre l’axe L des quantités réelles et la parallèle L’ à cet axe 


à la distance + + 


Nous appellerons domaine (V) l’ensemble des points de cette bande 
indéfinie, en convenant de ne pas considérer comme distincts deux points 
dont les affixes ne différent que d’un nombre entier réel. 

Un tel domaine est évidemment doublement connexe, on s’en con- 
vaine immédiatement en faisant. sur lui la transformation 4: = e°7". 
Cette transformation, pour notre point de vue, est biunivoque; en 
- effet, à chaque valeur de ¢, elle fait correspondre une valeur unique 
de #, et inversement pour chaque valeur de w les déterminations du 
logarithme conduisent à des valeurs de ne différant que par des 


entiers, valeurs que nous ne regardons pas ici comme distinctes. Or 


celte transformation fait correspondre à la bande illimitée considérée 
une couronne circulaire du plan (4:), comprise entre les cereles de 
rayons 1 et g(q = 6 <1). 

Ceci posé, nous considérerons un domaine (Z) doublement con- 
nexe, compris entre deux polygones rectilignes C et C’, et nous repré- 
senterons également chaque point de ce domaine par une affixe ima- 
ginaire Z. Soient A,, A,, ..., A, les sommets du polygone C; 
x, A. «++, Aj, ceux du polygone (’. Nous appellerons a,7, #7, ..., 
Las LT À, Ty, & les angles aux sommets de ces polvgones, ces 
angles étant comptés positivement dans l’intérieur du domaine (Z) 
(les quantités x sont alors toutes comprises entre o et 2). 

En supposant que le point à l'infini du plan (Z) ne fasse pas partic 
du domaine (Z) et que C soit le contour extérieur (c’est-à-dire celui. 
qui sépare le domaine de la région du plan contenant le point à l'in- 
fini), on vérifie très facilement les deux. relations suivantes, qui 
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expriment des théorèmes élémentaires de géométrie : 


P 


(96) | Deve Y'a —1)=+ 2. 


1 


Nous savons alors (') qu’il existe une fonction analytique Z = Z(¢) 
permettant de réaliser la représentation conforme du domaine (Z) sur . 
le domaine (V), de telle sorte que le contour C corresponde à L, le 
contour C’a L’, et que nous pouvons même choisir à l’avance le point 
de C ou de C’ qui sera le carrergoncapt d'un point donné de L 
ou de L’. 

C’est de cette fonction Z(¢), dont le théorème mentionné ci-dessus 
affirme seulement l’existence, que nous nous proposons de donner 
une expression explicite simple. 

Remarquons d’abord que cette fonction devra avoir par essence 
même la période réelle + 1, puisqu’a des valeurs de ¢ ne différant 
que par des entiers devra correspondre un même point du do- 
maine (Z). 

Ceci posé, nous considérerons avec Schwarz la fonction 


d | al 
(97) DE dr 


Comme pour les domaines à connexion simple, il est faciie de voir 
qu’elle prend des valeurs réelles sur les droites L et L’: Le principe de 
symétrie de Schwarz permettra alors de la prolonger analytiquement 
à l’extérieur du domaine (V), en lui attribuant des valeurs imaginaires 
conjuguées en des points symétriques soit par rapport à L, soit par 
rapport à L’. Par une application répétée de ce procédé, analogue à la 
méthode des images, nous prolongerons analytiquement la fonc- 
tion E(¢) dans tout le plan, et il est évident qu’ainsi prolongée elle 
aura aussi la période 7. 

E(w) sera donc une fonction doublement périodique aux périodes 
1etr. | 

Soient maintenant ¢,, Ps see, Pas Ps Ps +, Ÿ, les affixes des points 


(1) Cf. Scuorry, Journal de Crelle, 1. 83, 1877, p. 300. 
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de Let de L' correspondant aux sommets des polygones. C et .C’; ces 
points seront, comme dans le cas des domaines à connexion simple 
(ainsi que leurs homologues, mod. 1 eta), des pôles simples de E(v) 
avec les résidus &, -— I, ..., p= 1, &, — Ty veep &, — TS 

E(¢) est donc une fonction elliptique. 


t “y- . 
Nous poserons encore ¢,= > + s;,et nous considérerons la fonction 


= 3, (6 — ae dE — si), 
eS SH (Vv — % + De DETTE.) (s pond à à 


1 


On vérifie facilement qu’en vertu de la relation 


n Pp 4 
SY (ai —) + ZY (eis) =o 


cette fonction est, elle aussi, doublement périodique; d’autre part, 
elle admet évidemment les mêmes pôles que E(¢) avec le mème ordre 
de multiplicité et les mêmes résidus; on sait alors qu’elle n’en diffère 
que par une constante. 

On aura done 


(98) BD He ares v4), TE er CE — 5) UK 


F0 — 65) Se — ww) 


et la constante K est évidemment réelle, puisque E(¢) doit l'être pour 
les valeurs réelles de o. 
De là on tire, par une première intégration, 


CON A our Sue [Pat Pe 


La fonction Z’(¢) devant avoir la période +1, il enest de même de 
sa dérivée première; ceci entraine que la constante K doit être nulle, 
car les deux produits admettent la période 1, le second de toute évi- 
dence et le premier en vertu de la relation E(a;—1) = — 2; quant 
à la constante H, c’est en général une quantité imaginaire. 


en mile 


x , : 
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Enfin, une seconde intégration donnera 


nm P 
(100) L=1,+ nf [lc = 7) 15 (0 — w;) de, 
1 1 


formule qui présente la plus grande analogie avec l'intégrale de 
Schwarz et qui peut en être regardée comme une généralisation directe. 

Il y a cependant, dans ce cas, une condition supplémentaire à 
laquelle Z doit satisfaire, c’est d’avoir effectivement la période +1, ce 
. qui se traduit par l’équation suivante : 


(tor) lacs [exe — Vi) We" (vy — w;)de=o. 


Cette condition, en général, en contient deux, puisqu'il s’agit de 
quantités imaginaires ('). Le point ¢, est un point quelconque du 
domaine (V) et le chemin d'intégration n’est assujetti qu’à n’en pas 
sortir. 

Il est facile de s’assurer que le problème est en général possible 
dans les conditions mentionnées plus haut. Le nombre des paramètres 
introduits est en effet de n+ p+ 5 (le module 7 des fonctions ellip- 
tiques, z paramètres ¢;, p paramètres w,, quatre provenant des imagi- 
naires Z, et H). La détermination de la position et de la grandeur du 
polygone C (dont les angles sont donnés) fournit n + 1 équations; on 
en obtient de même p + 1 pour le polygone C’ et il faut y adjoindre 
encore les deux équations de condition mentionnées plus haut, soit en 
tout n+ p+ 4 équations. 

Il subsiste donc, comme l’affirmaient les théorèmes d’existence, 
une indéterminée dans la question. Ceci était du reste à prévoir; en 
effet, la transformation y= u + À (A constante réelle) transforme le 
domaine (V) en lui-même et un choix convenable de la quantité / 
permet d'attribuer à l’une des quantités 9; ow w; nne valeur donnée à 
l'avance. | | 
- Terminons cette étude en remarquant, comme cela nous sera utile 
TN ah SAA AE Ap mn 

(1) Nous verrons cependant des cas d’application pratique où cette condition est 
unique. 
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plus tard, que la double condition (ror) assure en réalité l’uniformité 
de Z; elle exprime en effet que, si le point (v) décrit dans son domaine 
un chemin fermé non réductible 4 un point (par exemple un segment 
rectiligne de longueur 1 parallèle à l’axe réel), le point (Z) décrit dans 
son domaine un chemin également fermé. 

Enfin, toutes les extensions que l’on a pu faire de la formule de 
Schwarz sont susceptibles de s'appliquer ici (*). En particulier, il peut 
se faire que le domaine (Z), comme nous le verrons dans les appli- 
cations, soit porté par une surface de Riemann à deux feuillets par 
exemple, présentant un ou plusieurs points de ramification (le 
domaine restant naturellement doublement connexe). On sait alors 
que ces points de ramification correspondront à des pôles simples de 
la fonction E() avec un résidu égal à 1. Autrement dit, un tel point 
doit être traité comme un sommet ordinaire (à cela près qu'il n’est pas 
sur les contours C et C’), 
plus, la fonction E(¢) devant ètre réelle sur l’axe réel du plan (+), 
chaque fois qu’il existe dans le domaine (Z) un point de ramification 
‘correspondant à une valeur imaginaire de ¢, on doit introduire aussi 
comme pôle simple de la fonction avec le même résidu le point imagi- 
naire conjugué, qui correspondra ainsi à un point de ramification de 
la surface de Riemann extérieur au domaine (Z). 

Je laisse de côté le cas où le point à l'infini du plan (Z) fait partie 
de l’intérieur du domaine; ce cas est un peu plus complexe et nous 
n’aurons pas à nous en servir. Mais il peut se faire encore que le point 
à l'infini fasse partie du contour du domaine. Dans ce cas, si l’on 
appelle 8 l’angle des deux côtés du polygone qui s’éloignent à l'infini 
(cet angle étant compté positivement dans l’intérieur du domaine), 
une simple transformation par inversion ramène ce point à distance 
finie et l’on voit facilement, par l’étude de la fonction E(¢) en son voi- 
sinage, qu'il doit être traité comme un sommet ordinaire, avec un 
résidu égal à — 8. 

Dans ces différentes extensions, les deux relations X(a&,— 1) = — 2 


(*) Pour ces extensions, sur lesquelles je ne donne que quelques indications som- 
maires, voir toujours le Mémoire de Schläfi, ie jai déja renvoyé plusieurs fois 
(Journal de Crelle, t. T8, 1874, p. 63). 
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et X(a,—1)=+2 peuvent très bien ne plus être vérifiées; mais on 
se convainc sans peine que leur somme est encore nulle, à condition 
d'y ajouter les résidus provenant des infinis et des points de ramifica- 
tion; or cela correspond au fait essentiel et bien connu que la somme 
des résidus des pôles d’une fonction elliptique situés dans un parallé- 
logramme des périodes est nulle. 

Quant à la relation X( a; — 1) = — 2, elle a servi aussi isolément au 
moment de la détermination de la constante K (voir plus haut); si elle 
nest plus vérifiée, il peut se faire que la constante K ne soit plus 
nulle. Ce fait, qui ne se produit que dans des circonstances très spé- 


‘ciales, n’introduit du reste rien d’essentiellement différent dans la 


théorie ; mais cela montre que, si l’on veut étendre la formule donnée 
à des cas singuliers, il y a lieu de prendre quelques précautions. En 
tout cas, il est toujours facile, après calculs faits, de vérifier sur la 
formule trouvée si elle remplit bien les conditions voulues (‘). 


Retour au problème hydrodynamique. — Cette digression étant close, 
reprenons le problème avec notre nouvelle hypothèse. Nous suppose- 
rons le sillage de l’obstacle inférieur illimité, celui de l'obstacle supé- 
rieur se fermant au contraire derrière lui. Nous adopterons provisoi- 
rement la forme la plus simple pour ce sillage, forme qui comprend 


nécessairement deux points d’inflexion et un point de rebroussement 


où se fait le raccord des lignes de courant qui s'étaient momenta- 
nément séparées (voir fig. 27). La pression qui règnera dans cette 
région sera supérieure à celle qui règne dans le sillage illimité, le long 
des lignes de discontinuité qui la limitent la vitesse sera donc cons- 
tante et aura une valeur inférieure à l’unité, ao que nous appelle- 
rons comme d’habitude e~* (a > 0). 


(1) La présente étude a fait l’objet d’une Communication à l’Académie des Sciences 
dans sa séance du 7 juin 1920; dans le même numéro des Comptes rendus, on trouvera 
une autre solution de cette question présentée par M. H. Villat, basée, dans un esprit 


. tout à fait différent, sur d’ingénieuses considérations d'hydrodvnamique, et permettant 


de réaliser des représentations conformes de domaines doublement connexes limités par 
des contours curvilignes. De son côté, la méthode que je viens d'exposer, comme je l'ai 
mentionné dans la Note en question, est susceptible de s appliquer à des domaines d'ordre 
de connexion plus élevé. 

/ 
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Quant à la vitesse le long des lignes de glissement s'étendant à l'in- 
fini, elle sera naturellement, ici encore, égale à l’unité. 


Fig. 27. Fig. 27 bis. 
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Le domaine (f) devra, lui aussi, être doublement connexe, et, ez 
première analyse, il se présentera sous la forme du plan entier, entaillé 
par deux coupures, l’une allant de l'origine à l'infini le long de la 
partie positive de l’axe des 9, l’autre de longueur finie, parallèle à Ja 


premiére eC au-dessus d'elle, Nous représenterons, pour la commodité 
des notations, les points remarquables des différents domaines par des 
numéros l'ordre, avec ou sans accent, suivant l'obstacle auquel ils se 
rapportent, le point à l'infini du sillage illimité ayant le numéro 
d'ordre zéro. 

Le domaine (Q) est d’allure plus complexe; si le point (=) parcourt 


D ge oc or pt 
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les lignes À,®, a, A, correspondant au sillage illimité, le point (Q) 
décrit dans son plan un contour très simple analogue à ceux que nous 


Fig. vo bis. 
‘à | T 
À — 


an se oF uk 3 
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one 
avons déjà vus souvent; si maintenant le point (=) décrit le contour 
Xo, 0X, du sillage fermé (toujours en laissant à sa gauche le fluide 


Fig. 50 bis. 


2 > £4 ee 


(4 


en mouvement), le point (Q) décrit une série de parallèles aux axes 


a ¢ ° , x > 1 0 
de coordonnées en suivant le trajet 1’ — 2’— 3’— 4’ — 5 —06—1. Je 
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encore, certaines parties du contour se trouvént décrites plusieurs 
fois et même le segment compris entre les points 4’ et 6’ (qui corres- 
pondent aux points d’inflexion) est décrit #roës fois par le cacy repré- 
sentatif (voir fig. 29). 

Nous sommes done à nouveau conduits à nous figurer ce domaine 
comme porté par une surface de Riemann à deux feuillets, et comme 
nous savons déterminer, en partant des bords, de quel côté se trouve 
la région intérieure du domaine (Q), en prolongeant cette détermina- 
tion de proche en proche, nous arriverons à nous représenter faci- 
lement sa forme. Il est formé de deux demi-bandes illimitées vers le 
bas, lu une (celle du dessous, par exemple) est limitée par le contour 
1—2—3-—1 et porte les points 4’ et 6’ entre lesquels elle est 
entaillée par une coupure rectiligne, l’autre porte les points 2’, 1’ et 3’ 
et se raccorde avec la premiére par une ligne de croisement partant 
d’un point de ramification R intérieur au domaine et aboutissant en un 
endroit quelconque du contour. 

J'ai représenté, pour rendre les choses plus claires, sur une figure 
à part, cette mème surface, un peu déformée de façon que l’on puisse 
mieux juger de son allure générale (voir fig. 30). 

Il est à peu près évident que le domaine ainsi formé est bien dou- 
blement connexe; pour rendre le fait plus immédiat, nous n’avons 
qu'à remarquer qu'une section transversale le long de la ligne mar- 
quée en traits interrompus sur la figure 30 le transformerait en un 
autre simplement connexe du genre de celui que nous avons rencontré 
dans une théorie précédente (voir fig. 17, p. 274). 

Nous avons fait du reste plus haut une hypothèse gratuite en sup- 
posant que le contour du sillage fermé ne comportait que deux points 
d’inflexion ; en réalité, nous devons prévoir des dispositions où le 
nombre de ces points est supérieur à deux. En effet, nous avons vu 
dans une des études précédentes que, lorsque le plus petit des deux 
plans venait se placer devant l’autre de façon à former un ensemble 
symétrique par rapport à la droite joignant leurs milieux, les lignes de 
jet du premier plan se raccordaient ‘avec le second en isolant entre les 
deux une plage de fluide inerte. Si, à partir de cette position, nous 
déplaçons très peu le plan d'avant, de telle sorte que cette symétrie ne 
soit plus réalisée, l'hypothèse des sillages se raccordant est à rejeter, 


TN 
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un sillage fermé à l’arrière du petit plan devient nécessaire et sa 
forme, qui doit être voisine de celle du cas symétrique, conduit à un 
contour de sillage à quatre points d’inflexion (voir fig. 27 bis) ("). 
_ La disposition du domaine (Q) dans ce second cas n’est pas essen- 
tiellement différente de celle trouvée précédemment. 

Nous remarquerons tout d'abord que, le long de la droite T= — a; 
il est impossible que le point (Q) passe deux fois au même endroit en 
allant de gauche à droite; en effet, à partir des deux éléments de bord 
ainsi constitués en cet endroit, nous serions amenés à prolonger le 
domaine (Q) dans deux feuillets différents, vers le haut, d’après la règle 
générale rappelée tout à l'heure. Dans l’un de ces feuillets le domaine 
s’arréterait naturellement au contour A,A,, mais dans l’autre il ne 
rencontrerait pas de bords, il dépasserait donc l’axe réel et les parties 
correspondantes du fluide en mouvement seraient animées de vitesses 
supérieures à l'unité, la pression risquerait d’y devenir négative. 

Cette seule raison d’ordre physique suffit pour nous faire exclure de 
telles configurations, indépendamment de la difficulté qu’il y aurait 
sans doute à réaliser le domaine doublement connexe avec des feuil- 
lets illimités. Autrement dit, les espèces de boucles aplaties que décrit 
le point (Q) dans ses va-et-vient sur la droite T= — a ne doivent pas 
empiéter les unes sur les autres (*). 


(1) Malgré la différence, qui peut paraître profonde, entre le dispositif à sillage fermé 
et celui que nous avons étudié au Chapitre précédent, il est nécessaire de se rendre 
compte comment on peut passer de l’un à l’autre de façon continue. Si nous partons, par 
exemple, du dispositif à sillage fermé de la figure 27 bis, nous voyons qu'il existe une 
veine fluide comprise entre les deux lignes de bifurcation, passant ensuite entre les deux 
obstacles et s’éloignant enfin à l'infini en s'appuyant à À. Si l'obstacle d'avant 
tend vers la position symétrique, les deux lignes de courant limitant cette veine se 
rapprochent l’une de l’autre sur toute leur étendue en la comprimant entre elles jusqu'à 
la faire disparaître. On se rapproche alors insensiblement du dispositif à sillages raccordés. 
J'aurai sans doute l’occasion de préciser dans d’autres travaux cette vue sommaire sur 
laquelle je n’insiste pas davantage ici. | 

(2) Dans un des Mémoires fondamentaux de cette théorie [ Les surfaces de glissement 
d’Helmholtz et la résistance des fluides ( Annales de Physique et de Chimie, 1911, p.166), 
M. M. Brillouin, étudiant le cas d’un obstacle unique, remarque qu’il ne peut pas y avoir, 
sur les lignes de discontinuité, de points d’inflexion, car, dit-il, « le point (@), dans son 


- plan, doit parcourir l'axe des @ d’un mouvement continu [sans va-et-vient qui feraient 


correspondre, sur une certaine étendue, trois points du contour (2) à un seul point du 
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On déduit facilement de cette remarque la forme du domaine (Q) 
dans le cas où il y a quatre points d’inflexion. C’est celle qui est repré- 
sentée par la figure 29 bis, et sous une forme schématique par la 
figure 30 bis. On voit aussi qu'il ne doit pas y avoir de points de rami- 
fication faisant partie de l'éntérieur du domaine, car, s’il y en avait, une 
section transversale allant de 4’ à 8’ transformerait le domaine en une 
aire à deux trous, ce qui ne.saurait se produire pour un domaine dou- 
blement connexe. On obtient ainsi en quelque sorte un feuillet percé 
d'un trou, des bords duquel se détache par une espèce d’isthme une 
languette formant, en se déployant, le second feuillet. Un tel domaine 
est de toute évidence doublement connexe. 

Enfin, terminons ces remarques générales d’analysis situs en mon- 
trant en quelques mots que des configurations plus complexes que les 
deux qui viennent d’être décrites sont impossibles, c’est-à-dire que le 
nombre des points d’inflexion du contour (Q) ne peut pas dépasser 
quatre. Supposons en effet, pour fixer les idées, qu’il y en ait six, cela 
correspondrait à trois boucles du domaine (Q) n’empiétant pas les 
unes sur les autres. On peut toujours supposer, en déformant au 
besoin la surface, que les points doubles de la figure sont des points 
doubles effectifs du contour (et non seulement des points doubles 


apparents). De chacun de ces points partira alors une ligne de croise- . 


ment des deux feuillets de la surface, et ces lignes de croisement, ou 
bien se rejoindront entre elles, ou bien se termineront en des points 
de ramification. Cela nous montre immédiatement que le nombre des 
points de ramification faisant partie de l’intérieur du domaine est de 
même parité que le nombre des boucles. Supposons done ici qu'il v 
ait trois boucles et un seul point de ramification, comme l'indique la 
figure 31. On voit tout de suite qu’un tel domaine ne peut être dou- 


contour (2)] ». Cette remarque n’est pas en contradiction avec ce que nous rencontrons 
ici, mais il serait peut-être bon de la compléter en insistant sur le fait que s’il y avait un 
tel va-et-vient sur l'axe des @, dans le cas d'un obstacle unite, cela impliquerait l’exis- 
tence de points du domaine (Q) au-dessus de cet axe, c'est-à-dire de points du fluide où 
la vitesse dépasserait l'unité et où la pression pourrait devenir négative. Ce mode de rai- 
sonnement de M. Brillouin se ramène done directement à une preuve antérieurement 
donnée par lui du même fait (oc. cit, p. 150). C'est aussi la même raison qui interdit 
(sauf dans le cas de M. Villat) les va-et-vient sur les côtés verticaux des domaines (Q). 


M 
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blement connexe, car une section transversale le long de la ligne 
marquée en traits interrompus le transformerait en une aire à deux 


Fig. 31. Fig. 31 bis. 


Domaine homéomorphe 
à celui de la figure 37. 


trous. C’est une raison analogue qui limite à un le nombre des points 
de ramification possibles dans la disposition à deux points d’inflexion. 
Enfin, on s'assure aussi facilement que des configurations plus com- 
plexes sont a fortiori impossibles, car on peut, par des sections conve- 
nables, détacher des domaines correspondants des aires du type que 
nous venons d'étudier. 


Représentation conforme du domaine ( f) sur un domaine (V). —- Ces 
formes de nos différents domaines étant ainsi convenablement préci- 
sées, nous allons effectuer les diverses représentations conformes 
nécessaires à notre objet. Nous devons tout d’abord appliquer le plan 
coupé (f) sur un domaine (V). Nous supposerons que la coupure illi- 
mitée À, ©, ®, À, corresponde à l’axe réel du plan (¢), et aussi, puisque 
nous pouvons a priort faire choix d’une des valeurs du paramètre, que 
le point à l'infini de cette coupure ait pour correspondant le point s=o; 
nous représenterons par ¢;(7 = 1, 2, 3) les points remarquables de ce 
contour, et par © + w(t =1, 2, ...,6) les points remarquables de la 


droite L’ correspondant au second contour. 
_Les seuls points à considérer ici sont les points 0, 2, 2’ et 5’ qui sont 
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des sommets des contours et dont les valeurs de x correspondantes 
sont respectivement — 2, +2, + 2, + 2. 


Fig. 32. 
Vv A ecceaccacecene V2 V7 


oO " V2 Le 


La représentation conforme sera donc assurée par la relation 


Sato — ve) 3,0 — 0) 3, (0 — 5) 
(102) so) = Mf PAC PAL ae, 


La constante M doit avoir une valeur réelle, puisque (+), et par 


Fr. : ' 
suite => doivent être réelles en même temps que ¢. 


Exprimons tout de suite le fait que la seconde coupure est paralléle 
à la première; il faudra pour cela qu’en faisant dans la formule 


= d ’ ° a a e , 
v= +w,w et a soient réels en mème temps. Or un calcul immé- 


diat donne pour cette dérivée la valeur 


UE We) yg Satie a Loi hee — Wg) SW a) 


dy EH 


PAGES WA) | 


La condition de réalité imposée entraine donc la relation suivante : 
(103 ) Vat e+ y Mm 


(m étant un nombre entier quelconque). | 

Cette condition est dans le cas présent un élément très net de sim- 
plification du problème; elle exprime, en effet, que la fonction sous le 
signe d'intégration admet la période + (en plus de la période 1 qu’elle a 
par construction même). On pourrait done sans difficulté effectuer le 
calcul sous forme finie de la fonction /(v), mais cela n’est pas néces- 
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saire pour notre étude, puisque c’est seulement de la différentielle d/ 
que nous aurons besoin (*). 

Enfin, la condition d’uniformité de J (¢), laissée aussi sous forme 
non intégrée, s'écrit 


1 


= = a 
dr — F5) TZ CP — 15) Zu (07 — ov 
(104) fp ee ANSE PRES 
0 A { 


+ 1 de facon à éviter le 


wia 
pla 


(r intégrale est évaluée le long du chemin 


pôle » = o). 

Nous remarquerons que, dans ce cas, cette condition est unique. 
Ceci est une particularité qui se présente chaque fois que l’un des 
contours est formé d’une coupure rectiligne (polygone de deux côtés). 


(1) Afin de donner au moins un exemple simple complètement intégré de la représen- 
tation conforme d’une aire polygonale doublement connexe, j'indique rapidement le résultat 


du calcul. 
Pour l'effectuer commodément, nous passcrons aux fonctions s en posant 


u = 200 Uj = 20, 0;, uk = w3+ 20,0; :  (w, quelconque) 
3 4 i * 


avec la relation 
Us + Un + U', = 203 + 20. 


x 


On vérifie facilement que, daas ces conditions, la fonction à intégrer prend la forme 


simple (à un facteur constant près) : 
T pu plu 


s(u+u, + uw) o(u—u) o(u — u's) aul, Ful, Er) 
ES SOF | 1 pu, p'u, 
ou 2¢0(u, — us) H 


1 pus pu, 
(voir T. et M., form. CI, 8). 
On obtient alors la fonction f(¢) sous la forme 
u—Cu pu | 
S()=N|T pus pus | + const. 
1 pu, plus 


N étant un nouveau coefficient réel remplaçant M. 
La condition d’uniformité impose aux différentes constantes la relation 


Oy, — 1 9 
io pr, up ay} =o. 
1 pu, pu 
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En effet, lorsque le point (¢) décrit dans son plan le contour corres- 
pondant, on est certain que le point (/) reste surcette coupure et, par 
suite, pour exprimer que le contour qu’il décrit est fermé, iln’y a qu'à 
écrire que la somme algébrique de ses déplacements est nulle, ce qui 
ne donne bien qu'une condition. Du reste, dans ce cas, pour déter- 
miner la coupure en grandeur et position, il faut se donner quatre 
conditions (les coordonnées de ses deux extrémités), c’est-à-dire une 
condition de plus que ne Vindiquerait la formule générale (n + 1) 
appliquée pour z= 2. 

En résumé, il y a donc une condition de position en plus et une 
condition d’uniformité en moins, si bien que, comme il fallait s'y 
attendre, le nombre total en reste le méme. 


Représentation conforme du domaine (Q) sur le domaine (V). — 
Résolvons le même problème pour le domaine (2) en nous plaçant 
tout d’abord dans le cas où il n’y a que deux points d’inflexion sur le 
contour du sillage fermé. Ce domaine a alors pour sommets 


les pointé sut tn fur david ER 


wie © 
= 


avec les valeurs de a. ........ - 0 


D’autre part, le domaine comprend à son intérieur un point de 
ramification R, qui aura pour image un certain point imaginaire du 


domaine (V) d’affixe À + > (o< <1); comme nous l'avons rap- 
pelé plus haut, nous devons introduire aussi au même titre le point 
imaginaire conjugué À—u> et ces deux points interviennent de la 


même façon que des sommets ordinaires, avec un coefficient « égal à 2. 
Leur part contributive dans l'intégrale sera donc 


mi(e—2- ni) AG i d+ ps) 
Or, on vérifie immédiatement qu’à un facteur près (facteur constant et 
réel), ce produit peut encore s’écrire 


th 5 
a (e—2—p'Z) 8 (624 pt) (p' =1—- pu) 


a 
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et la représentation conforme sera assurée par une relation de la 
forme 
. ’ £ 4 Si 
3,(° — w,) 3, (6 — ay) S, C — À — #2) Bfe—2+p =) 
Q(v)=H ON Sur are eed 6 en ee 


f J, (@—¢s) 5, (e—w) VS, (v-—6,) 5; (P-— 03) 5, (9—o) J, (°—w) 


Prenons maintenant le cas où le sillage fermé présente quatre points 
d'inflexion; le domaine (Q) n’aura alors plus de points de ramification 
ason interieur, mais son contour présentera deux sommets de plus, 


7 et 8’, correspondant dans le ‘plan (v) à des points d’affixes oe 
et — + b avec le coefficient « = 2. 


La formule de la représentation sera dans ce cas 


Le œ PA. S aa 
10) 2()=H f eS eee dr. 
0 1] nn 


) Se (e—«) VE? (e—P2) oT (e— C3) 3 (Pe —,) 7, (P—W3) 


Nous constatons done, comme nous l’avions laissé prévoir au début, 
que ces deux formes ne sont pas essentiellement différentes; nous 
pouvons conserver la dernière seule et nous obtiendrons les deux cas 
en supposant a et b imaginaires conjugués s'il vy a deux points d’in- 
flexion; a ct b réels s’il v en a quatre ('). 

Pour préciser de façon convenable lafvaleur de Q, nous remarque- 
rons que l’on peut toujours supposer ¢,, ¥,, ©; compris entre o Ct1, 
puisque les 9; ne sont définis qu’à des entiers près. Le radical est alors 
réel pour = 0; nous prendrons comme détermination initiale ceile 
qui est positive pour cette valeur et nous la suivrons par continuité 
dans le domaine{(V ). 

Comme Q doit ètre une fonction réelle et décroissante quand ¢ varie 
par valeurs réelles au voisinage de zéro, la constante I devra ètre réclle 


et positive. 


Détermination des constantes; conditions provenant du plan (Q). — 
La facon même dont nous venons de déterminer la réalité de la cons- 


(1) Remarquons en passant que les extrémités des coupures (pour lesquelles % = >) 
jouent le rôle de points de ramification situés sur le contour. 


FPE) 
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tante H, nous montre que le point (Q) commence par décrire l'axe 
réel 0@ si ¢ varie par valeurs réelles en partant de o; lorsque 
point (¢), s'éloignant davantage, traversera les points Cp soPae her 
point (Q) décrira done un contour formé de paralleles aux axes de 
coordonnées. Il nous faut écrire que les abscisses des côtés verticaux 


sont égales à + = et —° et aussi que, lorsque le point (v) sera par- 
2 2 : 
venu au point +1, le contour se sera fermé. 
Pour exprimer ces conditions, nous éviterons le pôle v, par un petit 
* , 4 La 4 . T #4 
demi-cercle y, de rayon € très petit, intérieur au domaine. Nous aurons 
alors, en posant pour abréger l'écriture, 


S(r—m,) 3e —a)3,(e — a) 5,(e — b) 
o(e)=- 
De] 


ll .— oo? 
= » 
(0 — #2) 3,(¢ — ww) V5, (6 — 01) 70 — #3) 3 (9 — 1, ) Jy (P — 3) 


1 


les conditions suivantes : 


avs 


| 9(v)de=—*, 


im | fi POLE td] =o, 


(106) d < | 
[ o(v)dv=+ tr, 


+ 
i 


1 
| { gt) dr. 


"5 


Dans la deuxième de ces formules, la somme des deux intégrales 
conserve, évidemment, une valeur finie quand ¢ tend vers zéro. D’autre 
part, la troisième peut s’écrire sous la forme plus simple : 


Zi (P2— 4) (0. — We) 34(?2— a) 34 (¥,— b) 


Ss = CSG NC FRE LUI SR NE 
(0) 5, (0% — 0g) VS, (2 — 04) Ty (3 m2) Co — WW, ) J, (Vg— 3) 


(rad. arith.). 


=—+1 


Ces conditions contiennent done, à la fois, celles relatives au premier 
contour et la double condition d’uniformité. 


Passons, maintenant, aux conditions relatives au second contour. 
Exprimons, tout de suite, ce qui concerne son orientation. Si nous 
Supposons que le point (e) se déplace de facon à atteindre un point 


» 


: - , A ag cee pe me 
nd de no Co mt mnt 6 mo mm em —— 7 
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3 ART À : À 
du contour L (le point =; par exemple), le point (Q) devra, après 
avoir subi un déplacement correspondant, se trouver sur un des côtés 
du polygone C’ (sans que nous puissions savoir lequel a prior’). Nous 

F is . . 
en concluons donc que, en posant ¢ = = + et en faisant varier par 
valeurs réelles au voisinage de zéro, les accroissements de Q devront 
être, soit réels, soit imaginaires purs; il en est, alors, de même de sa 
dérivée, et, par suite, de la fonction o(e). 
Or, un calcul facile donne 


"a (w— 04) 3,(7— 0) 


x 1 
Ti [ wet wetat—v—we§ Wrbertwytw sit! 


o(w+i)= <5, (w— a) 5, (w—b)e 
a] 5 or 04) le — 4) Vu) Bal — Ha) EW) 


(/= entier) 


et la condition .d’orientation que nous étudions se traduit par l’équa- 
tion 

à | 2(,+ wc + a + b — pi — 3) — (1 ++ Em) = AR 
ey) (n entier quelconque). 


Cette condition étant remplie, le contour C’ a, nécessairement, la 
forme générale imposée par le problème, il n'y a plus qu’à en fixer 
la grandeur. Ceci se traduit immédiatement par les deux conditions 


f T 

a va 
T $ 

o(e) dv nr a LF 


(108) : vo 
| g(V)de + 7, 
\ y 


la seconde intégrale étant prise suivant un petit demi-cercle y’, de rayon 

très petit, intérieur au domaine et évitant le pôle = Wa Elle est 

susceptible de s’écrire sous la forme intégrée ci-dessous: _ 

mp (Om) Bila = oe) B1(2— a) (He = 4) Bee, 
J; (0) 3, (42 — V2) VS, (2— 01) Fy (2 — #3) | (w2— 1) 51(2— 3) | 

er. _O.erROOO eam 
(1) Les barres de valeurs absolues proviennent du fait qu'on ignore, en général, l’ordre 

dans lequel se succèdent les quantités w;. À 
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Quant à la première condition, elle se dédouble, puisque ses deux 
membres sont des imaginaires. L'égalité des parties réelles est la plus 
essentielle, celle des parties purement imaginaires ne servant qu'à 
déterminer la quantité a, c’est-à-dire la vitesse le long des lignes de 
jet du sillage fermé. 


Conditions provenant du plan (z).— Pour achever de déterminer 
les constantes, il nous faut adjoindre aux conditions déjà trouvées, 
celles qui proviennent du plan (2) et qui sont de deux sortes. 

Nous aurons, d’abord, une double condition d’uniformité, repré- 
sentée par l’équation 


(109) if 


LE, 


w 
"+1 1 if , \ = 
Vor Yor » PMO S (6 — 02) 3, (0 — 2) BP — 5) y 
vo a’ 


puis, ensuite, les conditions de position et de grandeur des deux 
obstacles, qui sont au nombre de quatre : les longueurs des deux plans 
et les coordonnées de l’une des extrémités de l’un par rapport à l’une 
des extrémités de l’autre. 


Résumé et position générale du problème. — Nous réunirons toutes 
les formules trouvées dans le Tableau de la page 335. 

Nous obtenons donc, en tout, seize équations. 

D'autre part, les paramètres dont dépend le problème sont au nombre 
de quinze : 


Onze valeurs remarquables de 6 : ¢,, 0, 03, 045 ..., a, @ 03 
Deux constantes multiplicatrices : H et M; 

Le module = des fonctions elliptiques; 

La constante de vitesse a. 


‘Ici encore, Lout au moins à première vue, le résultat parait analogue 
à celui que nous avons déjà rencontré deux fois. Il semble, puisque le 
nombre des équations est supérieur d’une unité à celui des paramètres, 
que notre hypothèse du sillage fermé, elle aussi, ne puisse s’accorder 
qu'avec des dispositions particulières des obstacles. 

I] n'en est rien, heureusement, car, sinon, notre champ d'hypo- 
thèses paraitrait épuisé; c'est ce que nous allons voir, en examinant 


. Li > 
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# if ow er 
Wk sc tisk: J, 2 5, (o — 04) Se — wy) Bite — 4) 
ads =='é df= [ € PIRE ae, 
H 3,(¢ HS A CB Capa 


g(r) = ; 
31 (¢ — 2) 3,( 9 — 2) Vite — 01) 3, (¢ — 05) 5,(¢ —o,) 5, (9 — 03) 


CONDITION PROVENANT DU CONTOUR C ET UNIFORMITE DE Q. 


(1) fe ash 


_,—E Vs 
(11) lim Uf (ve) ds +f 2(v)de| =o, 
&=60 CA Va+E 


J, (¥2— 3) D (V2 — 5) J, (V2 — à) 5,(¥.— D) 
3; (o) J, (va — Wa) VS, (02 — #1) Sie — 2) 5, (0, — m1) 5, (Pg — 5) 


(IV) ‘bel 9(v)de=— =. 


"3 


=I, 


(III) 


CONDITIONS PROVENANT DU CONTOUR C’. 


E+w 
CV), (VD feu)? 
0 
Sim —w,) 31 (205) 3 (02 — a)31(#2— b) Æ 
7(0)3,(w2— #2) VERTE Pa) 2 (2 — 93) EAC 1) 7 1(Wa— Ws) | 
(VIT) 2(4,+w+a+b—p— wi) — (6+ 63+ 1+ 43) = 2 (entier). 


(VI) H 


CONDITIONS PROVENANT DU PLAN ( f) ET UNIFORMITE DE /. 


(IX) a+ W3+ sm (entier), 
'S,(w — 4) 3,(w— 2) (mm), 
(X) “4 RL aan. 0. 


CONDITIONS PROVENANT DU PLAN (3) ET UNIFORMITÉ DE 5. 


Moti À eos, ( UE 3,(0— a, 
(XI), (XI) fcr wh re SO ls ot ) dv =o, 


Conditions de position 
SAUT (XIV), a | et de grandeur des obstacles. 


ue ee 
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de plus près une des conditions obtenues, qui se trouve être trop 
restrictive. 


Discussion de la condition d’uniformité de f(v). — L'hypothèse que 
nous avons faite au début, sur la forme du domaine (/), en le suppo- 
sant constitué par un plan avec deux coupures, avait pour but essen- 
tiel de nous permettre d'appliquer les résultats que nous avions 
obtenus, relativement à la représentation conforme. Mais il est certain, 
qu’en général, la réalité est plus complexe. Lorsque le point (=) décrit, 
dans le domaine du fluide en mouvement, un contour entourant le 
sillage fermé, le circuit correspondant du point (f) ne se ferme pas 
nécessairement. En effet, si, après une telle circulation, il est néces- 
saire que Ÿ reprenne la mème valeur, puisque l’on doit se retrouver 
sur la même ligne de courant, il peut très bien se faire, au contraire 
(et c’est même ce qui arrive dans le cas général), que le potentiel des 


vitesses ne soit pas uniforme. Comme les dérivées partielles de ce 


potentiel, u — st, = = le sont, elles, certainement, le seul fait 


qui puisse se produire, est que la fonction 9 reprenne la même valeur, 
augmentée seulement d’une constante réelle. 

Si nous suivons les variations du point (f) dans son plan (en suppo- 
sant, pour fixer les idées, qu’il parte d’un point de la droite corres- 
pondant aux deux lignes de courant qui se sont raccordées derrière 
l'obstacle), après une circulation du point (2) autour du sillage fermé, 
le point (f) reviendra encore sur cette droite, mais avec un certain 
décalage horizontal constant, c’est-à-dire indépendant de la position 
de départ. 

Cette droite, prolongement de la coupure finie que nous avions 
admise précédemment, ne s’introduira donc pas dans le plan (f) 
comme une coupure proprement dite, mais plutôt comme une sorte de 
faille, le long de laquelle les deux parties du plan qu’elle sépare 
auraient subi une espèce de glissement. 

Or, la chose intéressante pour nous ici, c’est que, si nous négligeons 
la condition d’uniformité trouvée pour f (+), la formule obtenue 


S(v) FOR UE es, 
Vy 1 


» TN 1€ 1 à CN 
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nous donne, pour les déplacements du point (C2 exactement les 
particularités que nous venons de décrire. 

En effet, après une circulation autour du sillage fermé, circulation 
qui correspond à un trajet du point (e) le long du segment [v,, v, +1], 
la fonction /(¢) a subi l'accroissement 


soie 


(o— 5) S,(0 — 00) 3,(0 — 5) 
My AE LAC AN ES CRETE 


Cet accroissement est, évidemment, indépendant de 9,, et si, en 


particulier, on donne à ¢, la valeur -, par exemple, on voit qu'il se 
. 2 ‘ 
réduit à 
le [= ec 
Je wf DC — 02) 5 (1Y — 2) Sy (007 — 5) dw, 
0 “ 


3 co 
sy sy 


et, par suite, qu'il est réel. 

En supprimant donc cette condition surabondante d’ uniformité 
de f(#) (condition X), nous obtenons un système de quinze équations 
pour les quinse paramètres. Le problème, avec notre dernière hypo- 
thèse, est donc, en général, possible ct détermine. 

Je montrerai, jails un travail ultérieur, comment, du système des 
équations précédentes, on peut tirer, par une résolution effective, des 
exemples de mouvements présentant les propriétés énoncées. Cela 
m’entrainerait trop loin pour le présent Mémoire. 

Je me contenterai de remarquer qu'ici encore, si le plan &, ©, devient 
très petit, le sillage qu’il a provoqué ne se réduira, sans doute, pas à 
zéro, et nous retrouvcrons, comme toujours dans cette étude, des 
indéterminations nouvelles provenant d'obstacles artificiellementintro- 
duits, et, ensuite, réduits à des points. 


_ Remarques générales sur la représentation conforme. — Enfin, je ne 
voudrais pas terminer cette étude sans mentionner une particularité 
de la représentation conforme, que j'ai passée sous silence, mais qui 
s’est présentée chaque fois que nous avons eu un passage à la limite 
à faire. Ils ont tous été caractérisés par une modification curieuse du 

domaine (Q). Prenons, par exemple, le mouvement étudié au Cha- 

pitre If de la deuxième Partie (deux plans situés l’un devant l’autre 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVIII. — NovEMBRE 1921. 43 
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dans la position symétrique). Lorsque nous avons supposé que le 
plan d'avant tendait vers zéro, les deux coupures du plan (Q) 
(voir fig. 24) ont eu une tendance à se rejoindre et à sectionner, 
ainsi, le domaine en deux parties. A la limite, l’une de ces parties 
représente, de facon conforme, le domaine du fluide en mouvement; 
l’autre partie, au contraire (celle qui s'étend indéfiniment vers le 
bas), correspond à une portion du plan (z) devenue infiniment petite 
et réduite au voisinage immédiat du point en lequel s’est faite la 
réduction du plan 5,5, 

En ce point particulier du plan (=), l’échelle de la représentation 
conforme devient infinie, de telle sorte que les parties du fluide 
immédiatement voisines du point de bifurcation de la ligne de courant 
ont pour image une aire du plan (Q) dont l'étendue est, elle-même, 
infinie. 

Je n’insiste pas davantage sur ces singularités, on vérifiera facile- 
‘ment qu’elles se produisent dans tous les autres exemples de passage 
à la limite que j'ai donnés et qu'il y a toujours morcellement du 
domaine (Q) par étranglement, soit parce que des parties du contour 
tendent à se rejoindre, soit parce que des points de ramification se 
rapprochent des bords, tendant à séparer des feuillets du domaine. 


Conclusion. 


En résumé, pour revenir au point de vue des indéterminations, il 
ressort de cette étude qu’il est possible de former autant que l'on 
veut de solutions parasites du problème relatif à un obstacle déter- 
ming’. I suffit d'introduire des obstacles nouveaux et de les réduire 
progressivement à des points. Nous nous sommes bornés, dans ce 
travail, à un seul obstacle additif, mais, il est évident que rien n'en 
limite le nombre et que Vindétermination ainsi obtenue est consi- 
dérable. 

Certains des mouvements parasites ainsi formés peuvent être 
retenus au point de vue physique, comme, par exemple, ceux étudiés 
dans la première Partie; d'autres, au contraire, comme ceux de la 
deuxième Partie, paraissent plus invraisemblables et sont plutotdes 


‘ 
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solutions mathématiques, et il est évident qu'ils ne se produiront pas 
spontanément. 

Cependant, ces derniers, eux-mêmes, ne sont peut-être pas dénués 
de toute signification physique, si l’on réfléchit que, dans une expé- 
rience réelle, les corps parasites abondent naturellement (parois, 
boulons d'assemblage, tiges, etc.); il peut très bien se faire qu'ils 
créent des perturbations notables, quelque effort que l’on fasse pour 
les réduire, et peut-être y a-t-il la une des causes du manque d’homo- 
généité si fréquent dans les résultats des expériences sur la résistance 
- des fluides? 
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SUR 
LES ENSEMBLES ABSTRAITS 


Par M. Maurice FRECHET 
(Université de Strasbourg ) 


St 


Introduction. 


1. Des travaux intéressants sur la théorie des ensembles abstraits 
ont été publiés récemment. Je me propose ici d’étendre ou de com- 
pléter certains d’entre eux. J’adopterai dans ce but la terminologie, un 
peu différente de celle de ma Thèse, que j’ai employée dans mon dernier 
Mémoire (X) ('). Dans ce Mémoire, j'avais fait remarquer (p. 1, § 2) 
qu il serait préférable d’appeler éléments d’accumulation de E, les. 
éléments de l’ensemble dérivé de E, mais je ne m'étais pas décidé à 
abandonner l’expression habituelle d’¢lément-limite. Je m’y résous 
maintenant, réservant cette dernière expression, à l'exemple de 
Jules Tannery, pour désigner l'élément d’accumulation unique d’une 
suite convergente. | 

En outre, je modifie légèrement le sens du mot séparable introduit 
dans ma Thèse et je désigne ainsi tout ensemble E dont on peut 
extraire un ensemble dénombrable N tel que E appartienne à N +N’. 

Enfin, j'appelle classe (@) complete une classe (®) où, parmi toutes 
les définitions de la distance compatibles avec la définition supposée 
préexistante des éléments d’accumulation, l’une au moins admet une 
généralisation du théorème de Cauchy sur la convergence d’une suite. 
Il serait du reste intéressant de savoir s’il existe des classes (®), non 
‘complètes: 

On m’excusera de n'avoir pas suivi dans ce qui suit un ordre 


(*) Les chiffres romains renvoient à la liste bibliographique placée à la fin de cet article. 
Cette liste renferme les titres des Mémoires que nous aurons l’occasion de citer, sans viser 
aucunement à la bibliographie complète de notre sujet. 
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entièrement méthodique. Les différentes sections ont été écrites à peu 
près indépendamment les unes des autres, chacune étant consacrée à 
compléter ou généraliser les résultats d’un auteur particulier. 

Je me propose de publier bientôt un exposé d’ensemble, sans 
démonstration mais précisant l’ensemble des résultats acquis et les 
replacant dans leur ordre naturel ('). 


I. — Sur une nouvelle extension d'un théorème de Borel-Lebesgue. 


2. Introduction. — Ayant montré récemment (XVI) que dans une 
classe (£ ) la propriété que j'ai appelée propriété de Borel est équivalente 
à la propriété : tout ensemble dérivé est fermé, j’ajoutais qu’il serait 
intéressant d'obtenir une équivalence analogue pour la propriété de 
Borel-Lebesgue. J’indiquais, en outre, une condition minimum et 
une condition maximum entre lesquelles se placerait la condition 
demandée. 

M. Robert-L. Moore a donné (XVII), la réponse complète à la 
question que je posais en introduisant une notion qui se confond avec 
celle d'ensemble compact dans des cas étendus mais qui est cependant 
plus restrictive dans le cas général. C’est la notion d'ensemble parfai- 
tement compact pour laquelle j’emploie une expression proposée par 
M. Janiszewski et une définition qui dérive de celle proposée par 
M. R.-L. Moore. 

Mais, depuis mon Mémoire précédemment cité, j’ai étendu (X) les 
résultats que j'avais obtenus au cas d’une classe dans laquelle les con- 
ditions 1°, 2°, 3°, 5° de mon second Mémoire sont satisfaites. 

Je me propose d'étendre aussi à cette même classe que j’appellerai 
classe (x) certains des résultats de M. R.-L. Moore. 


3. Ensembles parfaitement compacts. — Disons avec R.-L. Moore 
qu'une suite d’ensembles est monotone si de deux quelconques de ces 
ensembles toujours l’un appartient à l’autre. Il en résulte qu’une telle 
suite est ordonnée en convenant par exemple que E est de rang supé- 
rieur à F si E est une partie de F. 


(1) Cet exposé, Æsquisse d'une théorie des ensembles abstraits, est en cours d'impression 
dans le second Tome des Sir .#sutosh Mookerjees. ( Commemoration Folumes. Baptist 
Mission Press, Caleutta ). ; 


Ee 
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Ceci étant. nous dirons qu'un ensemble G est parfaitement compact 
si quelle que soit une suite monotone de sous-ensembles de G, il 
existe toujours un élément « qui est commun à cette suite de sous- 
ensembles ou qui est commun à leurs dérivés. Nous dirons que G est 
parfaitement compact en soi si l’on peut toujours choisir pour @ un 
élément de G. C’est ce qui a lieu, par exemple, si G est fermé. 

Considérons un sous-ensemble infini quelconque 1 d’un ensemble 
parfaitement compact E. Il existe dans I, une suite infinie d'éléments 
distincts a,, a,, .... En appelant E,, l'ensemble des éléments a,, 
‘Qn44, ++. ON voit que la suite I, E,, E,, ... est une suite monotone de 
sous-ensembles de E. Comme I, E,, E,, ... n’ont évidemment aucun 
élément en commun, il y a nécessairement ! un élément commun aux 
dérivés de I, E,, . 

Donc le dixixe de tout sous-ensemble infini I de E comporte au 
moins un élément : autrement dit E est compact. 

Ainsi un ensemble parfaitement compact est compact quelle que 
soit la définition des éléments d’accumulation, c’est-à-dire des élé- 
ments des ensembles dérivés (‘). 


4. M. R.-L. Moore a montré par un exemple que la réciproque n’est 
pas toujours vraie. Il donne comme exemple celui des nombres trans- 
finis de la seconde classe. Cet exemple.se présente si naturellement 
qu’il avait été déjà donné en 1912 par S. Janiszewski (comme l’a 
remarqué M. R.-L. Moore au moment de corriger ses épreuves) et 
donné aussi dans le même but par F. Riesz (XXV) en 1908. 


5. M. R.-L. Moore a par contre indiqué sans démonstration que tout 
ensemble compact est parfaitement compact dans une classe où une 
distance est’ définie, classe que j’appelai d’abord classe (£) et que 
j'appelle maintenant (XT) classe (®). Démontrons ce résultat. 

Prenons d'abord le cas où l’on suppose que la suite monotone peut 
être numérotée sans en changer l’ordre (autrement dit qu’elle a le type 
d’ordre w). Nous considérons donc une suite S de sous-ensembles E,, 
E,, ..., E,, ... d’un ensemble compact E, chacun des E, comprenant 


(1) M. R.-L. Moore a déjà fait remarquer qu'il en est ainsi dans toute classe (£). j 
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ae 2 A PR ree Be 

le suivant. Soit a, un élément quelconque de E,. S'il n'existe dans la 
suite des a, qu’un nombre fini d'éléments distincts, il y a sûrement un 
élément commun aux E,. Sinon soit 


Any Any es Any 


une suite d'éléments a, distincts et d'indices croissants. Puisque E est 
compact, il y a au moins un élément d’accumulation des éléments de 
cette suite. Cet élément a étant élément d’accumulation de la somme 
des ensembles de 


et de 


est nécessairement élément d’accumulation du second et par consé- 
quent de E, ,, et par suite de E, pour r £n,,,. Ceci ayant lieu-quel que 
soit p, on voit bien que a est élément d’accumulation commun à E,, 
AE ees CR hae 


Si l’on examine cette démonstration, on voit qu’elle ne suppose pas 


que la classe des éléments considérés soit une classe (@), elle exige 
seulement que les conditions de F. Riesz que j'ai appelées (X) condt- 
tions 1°, 2°, 3° soient vérifiées. 


6. Cas d'identité entre ensembles compacts et parfaitement compacts. 
— Pour le cas général, la méthode n’est plus aussi simple. Nous allons 
supposer définitivement que la classe d'éléments considérée est une 
classe (@), c’est-à-dire que les éléments d'accumulation y sont définis 
par l'intermédiaire d’une définition de la distance (que, dans ma 
Thèse, j’appelai écart). 

Nous savons que dans une classe (©) tout ensemble compact E est 
séparable, c'est-à-dire que l’on peut en extraire un ensemble dénom- 


brable N d'éléments 
AEP Re ET LE 


tel que tout élément de E appartient à N ou à N°. 

Appelons d'autre part (a, G) la borne inférieure de la distance d’un 
élément a aux différents éléments d’un ensemble G. Dire que (a, G) 
est nul, c’est donc dire que a appartient à G ou à son dérivé G’. 
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Ceci étant, soit S une suite monotone de sous-ensembles G d’un 
ensemble compact E d'éléments d’une classe (@). Quel que soit l’élé- 
ment a, le nombre (a, G) ne peut qu’augmenter quand on parcourt la 
suite ordonnée des ensembles G de rangs croissants dans la suite S. 
Soit (a, S) sa borne supérieure et soit p la borne inférieure de (a,, S) 
quand a, varie dans N. Sip était positif, on aurait, en prenant p' positif 
et inférieur à », 

(an, 8) > p' . 
quel que soit n. Par conséquent, il y aurait un ensemble G, de la 
‘suite S tel que (&,, G,)>p". Appelons G‘ celui des ensembles 
G,, ..., G, qui est contenu dans les n — 1 autres. On aura 


(ans G'™))? (an, Gn) > p'. 
La suite E, G', G?, ... est une suite monotone et puisque nous 
sommes dans le cas simple envisagé tout d’abord il y a un élément a 
appartenant à tous les G” et à E, ou à tous les dérivés des G™, donc 


tel que 
a (a, Gta?) 0 


quel que soit z. Mais a appartenant à E appartient à N ou à N’ de sorte 
que l’on peut trouver un élément a,, de N tel que 


(a, an) < 3 
par exemple. Et, d’autre part, il existera un élément b; de G” tel 
que | 
(a, bi) <5: 
Donc 
(any Gi") S$ (ans 05) S (Any a) + (a, bi) < - 
quantité qui est inférieure à ¢’ pour # assez grand. Nous arrivons donc 


à une contradiction. Il faut donc supposer 9 = o. Mais alors as que 
soit z, on peut trouver a, tel que 


CODD ; 

- d'où L 

| | (aps G) < = 

quel que soit G de S. Tirons de la suite des a,,, puisque E est compact, 
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une suite convergente a,, et soit c son élément limite. Il y a un élé- 
ment c; de G tel que 
(as G) < (Agi Cr) < D 
d’où | 
(c, G) S(e, c)<(e, agi) + (ay Ci), , 
ce qui prouve que (c, G) — o quel que soit G : on trouve bien que 
l’ensemble est parfaitement compact. 

Il serait intéressant de voir quelle est la classe la plus générale dans 
laquelle tout ensemble compact est parfaitement compact. Nous 
pouvons l'appeler une classe (91); nous savons que parmi les classes 
(on) figurent les classes (@), mais que, parmi les classes (£), il y a 
des classes qui ne sont pas (ar). 


7. Nous avons vu que si un ensemble compact E fait partie d’une 
classe (@), toute suite monotone S de sous-ensembles G de E aura un 
élément a commun à tous les G ou à tous leurs dérivés. Si E est fermé, 
cet élément a appartiendra a E. Il en sera eneore de méme si E, sans 
étre fermé, est compact en soi, c’est-a-dire est tel que tout sous- 
ensemble infini de E a au moins un élément d’accumulation qui 
appartient a E. Inversement la démonstration faite plus haut montre 
que pour une classe quelconque [(@) ou non], un ensemble parfaite- 
ment compact en soi est compact en soi. 


8. La propriété de Borel-Lebesgue. Condition nécessaire. — Suivons 
maintenant, mais sous des hypothèses plus générales, le raisonnement 
de R.-L. Moore. 

Il s’agit maintenant de généraliser le théorème de Borel-Lebesgue. 
Pour faciliter le langage, nous avons convenu (X) de dire qu’un en- 
semble E possède la propriété de Borel-Lebesgue si, toutes les fois qu’il 
existe une famille #d’ensembles I telle que tout élément de E soit inté- 
rieur à l’un au moins des I, on peut supposer que la famille #soit finie. 

Dans la classe (©) la plus générale (') tout ensemble possédant la pro- 
priété de Borel-Lebesgue est parfaitement compact en soi. Tout d’abord il 
estau moins compact en soi, comme nous l'avons montré ailleurs (X). 


(1) Je rappelle que j'ai adopté finalement (X) une définition des classes (Ÿ) et des 
voisinages beaucoup plus générale que celle de ma Thèse, 


ee SS 
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Par conséquent si la classe était une classe (@), cela suffirait pour 
établir la proposition. Mais restons dans le cas général. Il nous suffit 
de prouver que si S est une suite monotone quelconque de sous-en- 
sembles G de E possédant chacun au moins un élément, et n’ayant 
aucun élément en commun, il existe un élément de E qui est élément 
d’accumulation pour tous les G. 

Il faut d’abord prouver que les G ont chacun au moins un élément 
d’accumulation appartenant à E. Si chacun des G était infini, cela 
résulterait du fait que E est compact. Or, si l’un, G,, des G ne com- 
prenait qu’un nombre fini d'éléments c,, c,, ..., Cy, comme aucun 
d'eux ne peut appartenir à tous les G, c, n’appartient pas à l’un, G, 
dessGsh ii, “ n’appartient pas à G,. La suite S étant monotone l’un des 
G,, G,, .... G, est compris dans tous les autres et, par suite, ne possé- 
derait aucun ment: 

Nous pouvons donc supposer que chaque G de S possède au moins 
un élément d’accumulation. Soit G, l’un des G et a l’un des élé- 
ments d’accumulation de G, qui appartiennent à E. Si le théorème n’est 
pas exact, il existe un G deS, soit G, dont a n’est pas élément d’accu- 
mulation et, par conséquent, il existe un voisinage I, de a qui n’a 
aucun élément distinct de a en commun avec G,. 

En outre, s’il existe des éléments 6 de E n'appartenant pas à Gr, il 
existe, pour chacun d’eux au moins un voisinage J, ded qui n’a aucun 
élément (distinct de 6) en commun avec Gy. 

Alors tout élément de E est intérieur à l’un des ensembles I,, J,. Si 
done E possède la propriété de Borel-Lebesgue, on peut remplacer la 
famille ¥ des Iz, et des J, par une famille ¥, composée d’un nombre fini 
des uns et des autres I,, [,,, ..., Le Ties valet Mais soit G, celui des 
ensembles Gy, Gus ++, Ga, qui est compris dans tous les autres; 
I,,, -.., J,, n'auront aucun élément en commun avec G,, sauf peut-être 
certains des éléments a,, ..., b,. Donc G, serait composé d’un nombre 
fini d’éléments et nous avons vu que cela n’est pas possible. 

On voit qu'en se plaçant dans le cas plus général des classes (©) 
cette généralité même impose l'emploi des voisinages qui re 
du lemme de Moore. 


9. Condition suffisante. Théorème préliminaire. — Pour la réci- 


2:5 


348 MAURICE FRÉCHET. 


proque, nous ne considérerons pas des classes aussi générales, mais 
nous resterons plus général que R.-L. Moore. 

Nous avons généralisé ailleurs (X) une propriété énoncée’ par 
M. E. R. Hedrick dans lecas des classes (¢ ); la propriété de Hedrick 
généralisée est la suivante : si a est élément d’accumulation d’un en- 
semble F sans être élément d’accumulation d’un ensemble E, il existe 
un sous-ensemble F, de F qui a aussi a pour élément d’accumulation et 
dont tous les éléments sont intérieurs à E. Elle n’est pas exacte pour 
toute classe : elle équivaut, pour les classes(©), à l'ensemble des condi- 
tions 2° et 5° de mon Mémoire (X). C’est dans une telle classe, classe(©), 
vérifiant 2° et 5°, que nous démontrerons d’abord un lemme établi par 
R.-L. Moore pour les classes (£ ) : si E est un ensemble parfaitement 
compact en soi et si S est une suite ordonnée d’ensembles G telle que 
tout élément de E soit intérieur à l’un des G, il existe dans la suite Sun 
ensemble G, tel que tout élément de E soit intérieur à l'un des G de 
la suite S,, formée des ensembles G qui ne suivent pas G;. 

Il est évident que si G, précède G,, S,, est une partie de G,; si donc 
on appelle E, l’ensemble des éléments de E qui ne sont intérieurs à 
aucun des G de S,,, Eç, comprend E,,. Les E, forment donc une suite 
monotone de sous-ensembles de E. Pour démontrer la proposition, il 
suffit de démontrer que l’un des E, ne possède aucun élément. En 
effet, dans le cas contraire, et puisque S est parfaitement compact en 
soi, il existerait un élément a de E commun à tous les E, ou commun 
à tous leurs dérivés. Mais, d’après la propriété même attribuée à S, 
a est intérieur à l’un des G, soit G,; il n'appartient done pas à K,.. Il 
n’est donc pas commun à tous les Eg, par suite il appartient à tous 
leurs dérivés et en particulier à celui de E,.. D'après la propriété de 
Hedrick, il existe donc un sous-ensemble F de E, dont tous les élé- 
ments sont intérieurs 4 G,, ce qui est contradictoire avec la définition 
même de E,.. 

Il faut remarquer que le même raisonnement s’appliquerait en ren- 
versant l’ordre dans S. Donc, en définitive, on peut toujours supposer 
qu'une suite telle que S possède un premier et un dernier élément. 


10. La condition nécessaire et suffisante. — Dans la même classe [la 
classe (©) la plus générale possédant la propriété de Hedrick], la con- 


a Pme a nm 
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dition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble E possède la pro- 
priété de Borel-Lebesgue est que cet ensemble soit parfaitement 
compact en sol. 

Nous avons vu que la condition est nécessaire. Supposons-la Dole 
et supposons, avec R.-L. Moore, qu'on ait disposé en une suite bien 
ordonnée une famille f d’ensembles G tels que tout élément de E soit 
intérieur à l’un au moins des G. Appelons ¥, une suite ordonnée 
formée par les ensembles de # qui ne suivent pas G et par un nombre 
fini de ceux qui suivent G. D’aprés la proposition précédente, on peut 
remplacer $ par l’un des ¥, (sans même ajouter aucun ensemble de # 
‘à la suite de G). Appelons G, le premier ensémble de ¢ tel qu’une 
suite #, puisse remplacer J, et soit G,, ..., G, les ensembles de cet #, 
qui suivent G,. Il suffit de montrer que G, est le premier élément de #. 

Or, dans le cas contraire, la suite ZX, des ensembles de ¢ distincts 
de G, et précédant G, existe et est, comme #, bien ordonnée. Soit S, la 
suite ordonnée obtenue en plaçant X, à la suite de G,, ..., G,. En 
appliquant le théorème précédent à la suite S, qui comporte, dans un 
autre ordre, les mêmes éléments que #,, on voit qu’on pourrait rem- 
placer S, par une suite arrêtée à un ensemble G, de $ distinct de G, et 
le précédant dans S,. Si G, était l’un des ensembles G,,..., G,, le 
théorème serait démontré; sinon G, précède aussi G, dans ¢ et l’on 
pourrait remplacer £ par un #,, où G, précède G,, contrairement à la 
définition de G,. 


11. Remarque. — Si l'on compare avec le résultat correspondant 
(X, p. 19), pourle cas où f ne pompiend qu’une infinite dénombrable 
d’ensembles G, on constate que nous n’avons plus à invoquer ici la 
condition 3° qui figurait dans ce cas. Il serait intéressant de chercher 
à expliquer cette différence, si elle ne provient pas simplement de ce 
que j'aurais utilisé cette condition sans m’en apercevoir ou sans en 
avoir besoin. 


II. — Sur les classes où les éléments d’accumulation peuvent être définis 
par l'intermédiaire de la notion de distance. 


12. Introduction. — Je m'étais efforcé, dans ma These, d'augmenter 
la généralité de certains résultats concernant les classes que j'appelai 
aster (£) en les étendant à une classe que j’appelai Sci Depuis lors, 
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j'ai exprimé le sentiment que la plus grande généralité des classes (©) 
n'était qu’apparente. Cette assertion (XIX, p. 22, $ 33) avait attiré 
l'attention de Chittenden, qui a réussi à en prouver le bien-fondé : les 
classes que j'avais appelées (£) et (©) sont identiques. J'ai donc réservé 
la notation classe (©) et l'expression de voisinage à une notion beau- 
coup plus générale (X, p. 3, $ 5); j'ai restreint la notation classe (£) 
et l'expression d'écart à des cas moins étendus et j'appelle maintenant 
distance et classe (w) ce que j'appelais écart et classe (£); ces change- 
ments peuvent amener une confusion mementanée, mais corres- 
pondent à un progrès de la théorie. 

Dans un récent travail (XXVIII), W. Gross s’est appliqué à étendre 
certains résultats de ma Thèse en montrant que, dans un grand 
nombre de cas, ces résultats, démontrés pour des ensembles compacts, 
subsistent pour des ensembles qu’il appelle a compacts. Ses raisonne- 
ments sont faits pour la classe (©) au sens de ma Thèse. En les repro- 
duisant, je ne les altèrerai autrement que pour les simplifier si je les 
restreins aux classes (@). 


13. L'extension apportée par W. Gross est certaine. Toutefois, il 
résulte de ses raisonnements mêmes que, dans le seul cas qu’il consi- 
dere, celui des classes (@), la notion d'ensemble a-compact, se con- 
fond avec celle d'ensemble séparable telle que je l’ai définie au début 
de cet article, et avec celle d'ensemble condensé. (J'avais appelé dans 
ma Thèse ensemble condensé un ensemble E dont tout sous-ensemble 
non dénombrable donne lieu à au moins un élément de condensation. 
Si l’on peut imposer à ce dernier d’appartenir à E, E est condensé en 
sot. Un élément de condensation d'un ensemble E est un élément d’accu- 
mulation commun à E et aux ensembles obtenus en supprimant de E 
un ensemble dénombrable. ) 

Dans ces conditions, il ne me paraît pas utile de retenir la notion 
d'ensemble a-compact. J'ai donc cru utile de reproduire les résultats 
de W. Gross en complétant en plusieurs points ces résultats et, par 
certains changements dans l’ordre des propositions, en en simplifiant 
parfois la démonstration et surtout en tirant parti de la notion nou- 
velle d’ensemble parfaitement compact. 


14. Les ensembles séparables et les ensembles condensés. — M. Hadamard 


NE 
Le x 


AU 
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avait attiré (XXIX) l'attention sur les familles 3%, d’ensembles #, 
relatifs aux ensembles E d'éléments d'une classe (@) et tels que: 1° la 
distance de deux éléments d’un même J, reste inférieure au nombre 
positif arbitraire £; 2° tout élément de E appartient à au moins l’un 
d’eux. La puissance de %. numere, selon lui, l’ensemble E. | 

J'ai montré que dans une classe (@) complète la condition néces- 
saire et suffisante pour que l’un au moins des 2, soit fini quel que 
soite > 0, est que E soit compact. Dans l’énoncé obtenu (XVIII, p. 25), 
la classe était supposée normale; mais ce n’est pas indispensable. Et 
même en ce qui concerne la condition suffisante, il n’est pas néces- 
saire de supposer la classe complete. On peut montrer aussi que, dans 
toute classe (@), la condition nécessaire et suffisante pour que, quel 
que soit € > o, l’une au moins des familles %, relative à un ensembleE 
d'éléments d’une classe (5) quelconque soit dénombrable est que E 
suit séparable. La méthode que j'ai indiquée (XVIII, §§ 40, 41) 
montre que la condition est suftisante. Pour montrer qu’elle est néces- 


saire il suffit de former, pour € => une famille dénombrable x, 


n 


d’ensembles k, et de choisir dans chacun de ceux-ci un élément de E; 
5 


on aura ainsi une suite d’éléments a,,, @,,.,.-., et l’on appellera N 
l’ensémble des éléments de ces suites quand on fait varier n. Tout élé- 
ment a de E appartenant, quel que soit n, à l’un des ensembles &,, 


n 


il existera un élément a,,,, de N qui appartiendra à cet ensemble #, et 


n 


par suite tel que 


\ 
I 
LL (a, Qn, pn) < hi. 


Done tout élément de E appartient à N ou à son dérivé N’. 

* Il est à remarquer que les deux théorèmes que nous venons 
d'énoncer donnant les conditions pour que 2, reste fini ou pour que 
a, reste dénombrable seraient encore exacts si tout élément de E était 
assujetti non seulement à appartenir à l’un des #., mais encore à lui 
être intérieur. De plus, on peut toujours assujettir ces 4. à être des 
sphéroides ayant pour centres des éléments de l’ensemble. 

Du second théorème, on déduit immédiatement que : tout sous- 


23% 
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ensemble d’un ensemble séparable d'éléments d’une classe (©) est 
aussi séparable. rer 

: D'ailleurs, Gross a aussi démontré (XXVIII, p. 813) que, dans 
une classe (@), le dérivé d’un ensemble séparable est aussi sépa- 
rable. 

On peut d’autre part remarquer qu'en le généralisant, le théorème 
de ma Thèse (XVIII énoncé p. tg, § 32), devient presque évident : dans 
une classe (©), l’ensemble des éléments isolés d'un ensemble séparable E 
forme un ensemble dénombrable. En effet, il existe par hypothèse un 
ensemble dénombrable N d'éléments de E tel que E appartienne 
à N + N’; donc l’ensemble E — E’ appartient tout entier à N. Il suffit, 
pour que la proposition soit correctement démontrée, que l’ensembleE 
appartienne à une classe (©). D’autre part, nous verrons plus loin 


que, dans une classe (@), tout ensemble compact (et même tout 


ensemble condensé) est séparable, ce qui fournit alors le théorème de 
ma Thèse mentionné plus haut. 

De même Gross (XXVIII, p. 814) obtient, par un raisonnement 
particulier, le théorème suivant : 


« Dans une classe (@), tout sous-ensemble fermé et séparable F 
d'un ensemble dense en soi G peut ètre considéré comme le dérivé 
d’un ensemble dénombrable E d’éléments de G. » 


[Il en résulte que, dans une classe (@) parfaite et séparable : tout 
ensemble dérivé est fermé et tout ensemble fermé est un ensemble 
dérivé.] 

On obtient le même résultat si l’on emploie le même raisonnement 
donné dans ma Thèse (XVIII, p. 20, § 33) pour démontrer un théo- 
rème moins général en ayant soin de ne prendre pour E que les élé- 
ments appelés b dans ce même paragraphe de ma Thèse. 

Enfin, Gross généralise aussi un autre théorème de ma Thèse 
(XVII, p. 21, $ 34) sous la forme suivante : « Dans toute classe (@), 
tout sous-ensemble fermé F d’un ensemble séparable E peut être 
obtenu en supprimant de E les éléments appartenant à une infinité 
dénombrable de sphéroidvs. 


W. Gross démontre (XXVIII, p. 818) qüe tout ensemble séparable 


d'éléments d’une classe (@) possède la propriété de Lindelôf. [Nous 


mm a 
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dirons qu’un ensemble E possède Ja propriété de Lindelÿf (XXX, p- 46) 
si de toute famille $ d’ ensembles I, à l’un au moins desquels est inté- 
rieur tout élément de E, on peut extraire une famille dénombrable 
jouissant de la même propriété. | 

Il en résulte immédiatement (XXVIII, p- 812) qu'un tel ROUTE 
est condensé. La proposition réciproque résulte aussi d’un raisonne- 
ment de W. Gross (XVIII, p. 805). Il y a lieu, du reste, de faire 
remarquer que le procédé qu'il y indique doit être appliqué transfini- 
ment, et non pas seulement pour un nombre fini croissant d'éléments 
comme son texte pourrait peut-être laisser croire. C’est d’ailleurs 
précisément la seule différence de ce raisonnement avec celui qui m’a 
permis de démontrer (XIX, p. 3) qu’un ensemble compact d'éléments 
d’une classe (@) est séparable et dans l'énoncé duquel, j'avais inutile- 
ment supposé, comme me l’a fait remarquer le professeur T.-H. Hilde- 
brandt, que la classe était complète. 

En définitive, on obtient le résultat suivant : 


La condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble d'éléments 
d’une classe (®) soit condensé est que cet ensemble soit séparable. 


Comme un grand nombre des classes les plus importantes sont des 
classes (@) séparables dans lesquelles, par suite, tout ensemble est 
séparable, il en résulte, par suite, que dans ces classes tout ensemble est 
condensé. Même lorsque la classe est une classe (®) quelconque, tout 
ensemble compact (étant séparable, comme nous l'avons remarqué à 
l'instant) est condensé. 


15. La propriété de Lindeléf. — Si l’on revient maintenant à la pro- 
priété de Lindelôf, on remarquera qu’ajoutée à la propriété de Borel 
elle fournit la propriété de Borel-Lebesgue (paar pour les définitions 
de ces propriétés X, p. 15; XVI, p. 71). Or, j’ai obtenu des condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour ces propriétés dans des classes 
beaucoup plus générales que les classes (@) considérées par W. Gross. 
. Il est donc à présumer qu'on peut encore étendre le résultat de ce 
_ dernier. On peut le faire en ce qui concerne la condition nécessaire de 
la manière suivante : 

Nous allons démontrer que si un rene E d'éléments -d'une 
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classe () quelconque possède la propriété de Lindeléf, il est nécessaire- 
ment condensé en sot. En effet; dans le cas contraire, pour tout élément 
a de E il existerait un voisinage V? de E auquel n’appartiendrait qu'un 
ensemble dénombrable d'éléments d’un certain ensemble non dénom- 
brable G d'éléments de E. Comme a est intérieur à V,, on peut extraire 
de la famille des V°, une suite dénombrable V2, V,, ... telle que 
tout élément de E appartienne à l'un d'eux. Dans ces conditions, 
G contrairement à l'hypothèse, ne pourrait avoir qu'une infinite 
dénombrable d'éléments. 

Ceci montre que, puisque dans une classe (©) ensemble séparable 
et ensemble condensé sont synonymes, il est préférable. pour la pré- 
parer à une genéralisation éventuelle en ce qui concerne la condition 
suffisante, d’énoncer la proposition de Gross sous la forme suivante : 


Dans une clusse (©), la condition nécessaire et su ffisante pour qu'un 
ensemble possède la propriété de Lindelif est que cet ensemble soit 
condensé en sol. 

En outre la remarque faite plus haut montre que dans une classe (®) 
un ensemble condensé est nécessairement condensé en soi. 


16. Il est inutile de retenir l'énoncé de Gross { XXVILI, p. 810) 
relatif à la généralisation du théorème de Borel, puisqu'une générali- 
sation encore plus étendue a été obtenue (X, p. 19). 

De même l'énoncé de Gross (XXVIII, p. 817) suivant lequel, dans 
une classe (D) un ensemble fermé et séparable E est la somme d'un 
ensemble dénombrable et d’un ensemble parfait (celui des éléments 
de condensation de E) sans élément commun, ajoutant la condition 
que la classe soit complète, est moins général que celui de ma 
Thèse (XVIII, p. 19). Il est vrai que dans celle-ci j’avais supposé E 
condensé; mais nous savons maintenant que cette condition est 
synonyme de E séparable, dans les classes (©). Il est vrai aussi que 
dans ma Thèse, je n'avais pas indiqué la structure des deux parties 
de E au moyen de la suite transfinie de ses ensembles dérivés. Mais je 
l'ai indiquée dans un autre Mémoire (XIX, p. 8), où tous les raisonne- 
ments sont valables quand au lieu de supposer E appartenant à une 
classe (5) séparable, on suppose, ce qui est le cas de Gross, que E 
est un ensemble séparable appartenant à une classe (©) quelconque. 
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Dans cet autre Mémoire. j'avais indiqué (§ !4, p. 8) que si E est un 
ensemble parfait quelcouque appartergnt à une elasse (@) complete, 
E n’est pas dénombrable. D'autre part, ii est manifeste que d'après sa 
définition mème tout ensemble séparable d'éléments d'une classe (£ ) 
quelconque a au plus la puissance du continu, puisque ses éléments 
peuvent être définis chacun par une suite d’entiers. Ces renseigne- 
ments sont complétés par le résultat de Gross, d'après lequel tout 
ensemble parfait séparable a dans une classe (w) complete, la puis- 
sance du continu (XVIII, p. 808); ce résultat, on le voit, n’est pas 
une extension des précédents, mais il les compléte en les chevau- 
chant. 


16 bis. — Classes (D) séparables. — Dans le cas où une classe (@) 
est séparable, tous ses éléments appartiennent soit à une certaine 
suite N d'éléments de la classe 


Ey ba te aaa alle’? re PER 
soit au dérivé de N : la classe coincide avec N + N’. 


Il peut être utile de remarquer que l’on peut choisir tous les voisi- 
nages de tous les éléments de la classe dans une suite dénombrable 


d’ensembles, pour lesquels on peut, d’ailleurs, choisir des sphéroides. 


Il suffit, en effet, de constituer cette suite par ensemble des sphé- 


se z 1 À 
roides S,, de centre a,, rayon —-, où x et p prennent des valeurs 


entières quelconques. Tout élément a de la classe est la limite d’une 
suite a,, a, -.. d'éléments, distincts ou n6n, pris dans N; on a donc, 
pour g assez grand, soit ny = pu 
(a, an,) Si 

Appelons 2 celui des sphéroides S,, pour lequel n=7r,,. Il 
contient a, et même a lui est intérieur. L’ensemble des sphéroides 
20,20, ..., 20 ,... peut être considérécomme une famille de voisi- 
nages de a, comme il est facile de le voir, et cet ensemble est pris quel 
que soit a dans l’ensemble dénombrable fixe des S,,,. 

On en déduit la propriété suivante : 

Dans une classe (®) séparable, si des ensembles G renferment 
chacun au moins un élément intérieur et s'ils sont disjoints, les 
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ensembles G forment une famille dénombrable. La proposition est 
même encore vraie si, au lieu de supposer les G disjoints, on suppose 
que leurs intérieurs sont disjoints ou même si l’on se contente de 
supposer qu’un élément quelconque de l’un des ensembles G ne peut 
être intérieur à une infinité non dénombrable de ces ensembles G. En 
effet, d’après cela, l’un quelconque des voisinages S,, ne peut appar- 
tenir à la fois qu’à un ensemble pid pme Ke d’ensembles G. 


III. — Les fonctionnelles sur une classe où la définition 
des ensembles dérivés n’est soumise à aucune condition. 


17. Les fonctionnelles continues. — W. Gross a aussi généralisé 
(XXVIII, p. 806) un résultat de ma Thèse (XVIII, § 48, p. 30) sur 
lequel je vais revenir parce qu’on peut l’étendre considérablement. 

Nous allons supposer purement et simplement que dans la classe 
d'éléments considérés une définition déterminée mais entièrement 
quelconque des éléments d’accumulation a été donnée. En d’autres 
termes une correspondance quelconque K a été établie, assignant 
a chaque ensemble E d'éléments de la classe un certain ensemble 
dérivé E’. On peut dire que la classe est déterminée par la catégorie & 
des éléments considérés et par la relation K; en utilisant le mode 
d’expression de M. E.-H. More, une classe n’est autre ch "un sys- 
tème (®, K). 

Sous cette hypothèse très générale, nous dirons qu’une PR 
nelle U,, définie sur un ensemble E, est continue sur E en a, si la borne 
inférieure de son oscillation, w,U, sur la partie de E qui appartient à 
un ensemble I est nulle‘lorsqu’on fait varier I de sorte que a, lui reste 
intérieur. (Bien entendu, l’oscillation de U, sur un ensemble est la 
différence finie ou non des bornes supérieure et inférieure des valeurs 
prises par U sur cet ensemble.) 

On peut ramener cette définition à une forme qui peut parfois être 
plus commode : Soit U, une fonctionnelle continue en a, sur E; par 
définition, il existe un ensemble I, auquel a, est intérieur, et tel 
que 


U<E 


a 


— 


— 
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quel que soit l’entier x. Soit maintenant G un sous-ensemble de E 
ayant a, pour élément d’accumulation; puisque a, est intérieur à L,, 
l’un au moins a, des éléments de G’ appartient a I,. Done 


I 
| U,, — U,, | A soe 


et, par suite, U,, est égale à l’une des valeurs où à l’une des limites des 
valeurs prises par U sur G. 

Réciproquement, soit une fonctionnelle U,, définie sur un 
ensemble E et telle que sur tout sous-ensemble G de E ayant a,, 
de E, pour élément d’accumulation, U,, soit égal à l’une des valeurs 
ou l’une des limites des valeurs prises par U sur G : cette fonction- 
nelle est continue en a, sur E. En effet, appelons G, l’ensemble des 
éléments b de G tel que 


| U,— U,, | rs = 
il existe au moins un tel élément dans G par hypothèse. Appelons I, 
l’ensemble formé par a, par l’ensemble complémentaire de E et par 
tous les ensembles G,. Il est évident que l’oscillation de U sur la 
partie de E qui appartient à I, est au plus égale à =. 

Pour prouver que U est continue en a, sur E, il suffit de montrer 
que quel que soit 7, a, est intérieur à I,. Or a, appartient à [,; s’il 
était élément d’accumulation d’un ensemble J’ d’éléments qui n’appar- 
tiennent pas à I,, comme J’ est un sous-ensemble de E, il y aurait au 
moins un élément c de J’ tel que 


| U.— Ua, | RS 
an 


et, par suite, contrairement à la définition de J’, c appartiendrait à I,. 

: On retrouve donc la définition que j'avais déjà proposée(X, $ 15, p. 12), 
mais en se restreignant au cas Où a, appartient à E, ce que je considère 
maintenant comme préférable. 


18. Dans le cas où la classe est une classe (©), un élément a, est 
intérieur à tous ses voisinages ct tout ensemble auquel a, est intérieur 
comprend entièrement au moins un voisinage de a,.1l en résulte que, 
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dans la définition de la continuité donnée plus haut, on peut supposer 
que les ensembles I sont les seuls voisinages de a); on retrouve ainsi 
la définition que j'avais donnée précédemitient (X, p- 14, § 16) pour 
les classes (©). . 

Mais revenons à la classe la plus générale et suivons, en les généra- 
lisant, les résultats de ma Thése. 


19. Le théorème (XVIII, § 11, p. 8) peut être étendu ainsi : 


Étant donnée une fonctionnelle U, uniforme sur un ensemble E par- 
faitement compact en sot, il existe au moins un élément a, de E tel que la 
borne supérieure, finie ou non, M de U sur E soit égale à la borne supé- 


rieure de U sur la partie de E appartenant à un ensemble quelconque | 


auquel a, est intérieur. 


En effet, par définition, il existe quel que soit z un élément a, de E 


tel que 
De = An 


(on élant égal à M — ~ si n est fini, a 7 si M est infini. Puisque E est 


parfaitement compact en soi, il existe un élément a, de E qui est 
commun à tous les ensembles §,, tel que, 


Ans An+is nier s 


ou commun aux dérivés des S,. Si a, était commun aux S, on aurait 
U( as) = M. 


Sinon, un élément au moins a,, de chaque $, appartient à I et alors la 
borne supérieure de U sur I est supérieure à «, quel que soit 7: elle 
est donc égale à M. 

Comme corollaire : Toute fonctionnelle continue partout sur un 
ensemble E parfaitement compact en soi est bornée sur E et y atteint 
en au moins un élément de E sa borne supérieure et en au moins un 
élément de E sa borne inférieure. 


On peut aussi énoncer un corollaire moins précis mais plus général 


en appelant fonctionnelle semi-continue supérieurement en a, sur un 
ensemble E une fonctionnelle définie sur E et prenant en a, une 


omy ar PR 


— 


LA) 
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valeur U,, égale à la borne inférieure, quand I varie de sorte que a, lui 
reste intérieur, de la borne supérieure de U sur la partie de E qui 
appartient à I. 

Alors : Toute fonctionnelle semi-continue supérieurement partout 
sur un ensemble E parfaitement compact en soi, est bornée sur E et y 
atteint en au moins un élément de E sa borne supérieure. 


20. Fonctionnelles également continues. — Considérons une famille ¥ 
de fonctionnelles U, continues en a, sur un même ensemble E. Pour 
chacune de ces fonctionnelles, il est possible, quel que soit le 
nombre <> 0, de choisir un ensemble 1? auquel a, est intérieur et 


sur lequel loscillation soit inférieure à e. Mais, en général, 1? dépend 


de &. Nous dirons que les fonctionnelles de la famille ¥ sont également 
continues en a, sur Ë s’il est possible quel que soit ¢ de choisir I? indé- 
pendamment de z dans #. 

On a alors les propositions suivantes : 


Premier lemme (voir XVIII, § 16, p. 11). — La limite d’une suite de 
fonctionnelles également continues en a, sur E et convergeant partout 
sur E est continue en a, sur E. Si E est parfaitement compact en soi 
et si la suite est également continue en chaque élément de E, la 
convergence est nécessairement uniforme. 

En effet, si pour chaque fonctionnelle d'une certaine suite conver- 
gente en &,, l’oscillation &U® peut être rendue inférieure à un 
nombre positif donné ¢, a, étant intérieur à un ensemble | indépen- 
dant den, on aura pour deux éléments quelconques 6, ¢ de E appar- 


tenant à | 
| uy " up e) 


On aura donc pour la limite U de U(” 


(Te, cie, 
Me 
dou PA 
U est continue en a, sur E. A | 
Si l’égale continuité a lieu en tout élément a, de E, U sera continue 
partout sur E; mais, de plus, si E est parfaitement compact en soi, la 
convergence est uniforme sur E. Autrement, il existerait un nom- 
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bre €, >0, tel que quel que soit p, il existe une fonctionnelle U””’ as 
rang > p, tel qu’en au moins un élément a, de E, on ait 


’ 


() [US Un, | > #0. 


Or E étant parfaitement compact en soi, on pourrait suivre le raison- 
nement déja fait plus haut. Ou bien il existerait une infinité des a, 
qui seraient identiques entre eux et il existerait un élément 


ap 7 Dp, aa 


de E où la suite des U™ ne serait pas convergente. Ou bien il existe- 


. 


rait un élément a, de E, intérieur à un certain ensemble I sur 
lequel 


c 


wUM< FL NU < = 


et tel qu'une suite "éléments a,, a,,, ... de rangs croissants appar- 
tiennent à la fois à I et à la suite a,, a,, ..., a,, ..., alors on aurait 


c € ("p; Rp, € 
|U.,,—Ual< zo [ue — UL |< F 
et pour z assez grand 
- | 0, = utr) | Le a 
d’où, en ajoutant 
T (* i) 
| SE WU | es £o 
contrairement à l'inégalité (1). 
Deuxième lemme. — Soient Ut"), U@, ... une suite de fonctionnelles 


qui converge sur un ensemble N. Si les fonctions de cette suite sont 
également continues partout sur l’ensemble 


F=N+N, 


cette suite est aussi partout convergente sur F. 


En effet, soit « un élément quelconque d’accumulation de N; il est 
intérieur à un ensemble I tel que 


6) Ut) < 5 


ee 


VE 
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quel que soit ». Et il existe au moins un élément b de N qui appartient 


à I. Alors on peut trouver un nombre n, tel que 


; 2 é 
Uri U N+ Pp) = 
| 6 6 |< 3 
quel que soit l’entier p. Et, d’autre part, on a 
| Ug? — UM [Sa UM< 7 | UE + — Uyte | < 3 


d’où, en ajoutant, 
| UP — USP | Le. 


Autrement dit, la suite des U converge aussi en tout élément « 


de N’. 


TuéoRÈME. — Étant donnée une famille infinie de fonctionnelles qui, en 
chaque élément d’un ensemble séparable E, sont bornées et également 
continues sur E, il existe toujours une suite infinie de fonctionnelles 
extraites de cette famille, qui converge partout sur E vers une fonction- 
nelle continue partout sur E. Et, si E est parfaitement compact en soi la 
convergence est uniforme sur E. 


En effet, par hypothèse, il existe un sous-ensemble dénombrable N 


d'éléments 
A US ns Rs 


de E, tel que E appartienne à N + N’. On pourra (XVIII, § 19, p. 14) 
extraire de la famille de fonctionnelles considérées une suite 
UM, U®, ... qui converge sur N. Alors, d’après le deuxième lemme, 
cette suite converge sur N + N’ et en particulier sur E. Alors, d’après 
le premier lemme, la limite de cette suite est une fonctionnelle 
continue partout sur E et, si E est parfaitement compact en soi, la 
convergence est uniforme sur E. 


20 bis. La limite supérieure d’un ensemble de fonctionnelles. — Étant 
donnée une certaine famille $ de fonctionnelles U définies sur un 
ensemble E, on peut considérer /a fonctionnelle T qui, en chaque 
élément 5 de E, est égale à la borne supérieure des valeurs des fonc- 


_tionnelles de ¥ en b : st les fonctionnelles de $ sont en chaque élément 
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a, de E borneées dans leur ensemble et également continues sur E, la 
fonctionnelle T est aussi continue en a, sur E. 

Pour le démontrer, il suffit presque d'écrire les hypothèses. Quel 
que soit le nombre positif ¢, il existe un ensemble | auquel a, est 
intérieur et tel que pour tout élément 6 commun aI et E, ona 


—e<U,,—U,< +2 


pour toute fonctionnelle U de #. Or, il en existe au moins une LU’ telle 


, 
qu'en a, 3 
Las U, + €, 


et une autre U? (distincte ou non de U') telle qu’en 6 


1 yam UZ + €. 
Comme on a, d’ailleurs, 


U} <T;, i Tes 


dg = 
on a, en combinant ces diverses inégalités, 
—2e<U2,—Uj—e<T,,— TT, < Ul,— Uj +e < 26. 


Donc, l’oscillation de T sur I peut ètre rendue inférieure à tout 
nombre donné 4e en choisissant convenablement I. T est continue 
en a, sur E. 


IV. — Les fonctionnelles sur des classes (H) plus générales 
que les classes (L). 


21. Le théorème que nous avons démontré au paragraphe 20 ren- 
ferme, comme cas particulier, la proposition correspondante de ma 
Thèse (XVII, § 19, p. 13), en ce qui concerne la condition suffisante. 
En ce qui concerne la condition nécessaire qui s’y trouvait démontrée 
dans le cas des classes (£), il serait intéressant de l’étendre aussi au 
cas d’une classe quelconque. Le raisonnement de ma Thèse est valable 
pour prouver que si une famille ¥ de fonctionnelles continues sur 
un ensemble E parfaitement compact en soi est telle que, de toute 
famille infinie extraite de ¥, on peut tirer une suite qui converge uni- 
formément sur E vers une fonctionnelle continue sur E, les fonction- 


oe 


VTT 


\ 
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nelles de # sont bornées dans leur ensemble sur E. Pour prouver que 
ces fonctions doivent être également continues en chaque élément 
de E sans rien supposer sur la classe, le raisonnement de ma Thèse 


ne convient plus. Il est probable cependant que cette condition reste 
nécessaire pour des classes plus étendues que les classes (£). 


22. Convergence quasi uniforme (voir XVIII, § 14, p. 10). — Cher- 
chons à quelle condition une série de fonctionnelles U” convergentes 
et continues sur un ensemble E a pour limite une fonctionnelle con- 
tinue sur E. Supposons d’abord que E soit parfaitement compact 
en sol. 

Donnons-nous deux nombres positifs e, N et en appelant U, la limite 


de U}”, posons 
ress U, a UP, 


. Pour chaque élément b de E, on peut déterminer un entier n >N tel 


que | 
€ 
| re < 3. 


D'autre part, si nous supposons U et U™ continues en b, on pourra 


déterminer deux ensembles I, I auxquels 6 est intérieur et sur les- 
. : : : roe 4 € 
quelles les oscillations U, U” seront respectivement inférieures à + 


Supposons que la classe considérée soit une classe (©) sur laquelle la 
condition 2° de F. Riesz soit satisfaite. Alors il existera un voisinage 


\ 


J de b appartenant à la fois à [ et I™ et, par suite, sur lequel les 
oscillations de U et U” sont toutes deux inférieures à =: Si done c 
appartient a J, on aura 


fr | S| Ue— Us| + | re? | + | UY? — UP? | <e. 


e 
Ainsi il existe un ensemble J” auquel b est intérieur et tel que, en 
tout élément c de J™, 
; rl ee 


Mais supposons que la classe (©) vérifie en outre les conditions 3° 
et5° (X, p. 2, 7). Alors nous avons vu que l’ensemble E parfaitement 


24 x 
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compact en soi possède la propriété de Borel-Lebesgue. Donc, on peut 
extraire de la suite de l’ensemble des J”, dont chacun correspond à ur 
certain élément de E, un nombre fini de ces ensembles J™, ..., J’? qui 
couvre entièrement E. Par suite, en appelant N’ le plus grand de ces 
nombres 7,, ..-, 7p, on voit qu’en tout élément c de E, on a 


Ire? |<e, 
n désignant un certain entier variable avec c, mais tel que 
NERnENW. 
Pour caractériser d'un nom cette propriété, nous dirons qu’une suite 


de fonctionnelles U, ..., U®, ... est quasi uniforme sur E, si étant 


donné arbitrairement ¢ et N, il existe N’2N, tel que, en tout élément 
de E, - 
| ris) | <e 


pour une valeur de 2, variable avec c, mais telle que 
N<n=<N'. 
Réciproquement, si une série de fonctionnelles Ul*, U®, ... conti- 
nues sur un ensemble E quelconque converge quasi uniformément 


sur E, leur limite est une fonctionnelle U continue sur E. 


Tout d’abord, la série étant convergente en tout élément a, de E, on 
peut déterminer un nombre N tel que 


[ro] = 5 (pourn>N). 


On peut ensuite déterminer un nombre N’ tel que, en tout élément b 
de E, on ait 
€ 
Es | <— 3 


pour une valeur de x convenablement choisie, quand b est donné, 
entre N et N’. On a donc à la fois 


N € € 
le  Irivl<3 


pour l’une au moins p, des valeursp—o,p=1,...,p=N'—"N. : 
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D'autre part, les fonctionnelles U*, U*#, ..-, U™ sont continues 
sur E en ay. Leurs oscillations sont donc inférieures à = dans des 


ensembles respectifs I", ..., [" auquel a est intérieur. Si E appartient 
à une classe (©) vérifiant la condition 2° de F. Riesz, il existe un 
ensemble J appartenant à ceux-ci et auquel a, est intérieur. On aura 
donc, pour tout élément b de J, 


(N+p) £ 
[Ur — USP) | < 3 


pour chacune des valeurs p= 0, p=1,...,p—N'—N. 
Orona 
| Ua,— Us| S| Ce + | UP Us?) + | rite 


et, en prenant p = p,, on aura dans J 
| U.,— U;| <E; 


la limite U des U” est donc continue en tout élément a, de E. 


23. Les classes (3%). — Nous appellerons classes (3), les classes 
dans lesquelles les théorèmes précédents ont été démontrés. Nous 
avons déjà eu l’occasion au paragraphe 10 et ailleurs (X, p. 19) de 
signaler quelques-unes de leurs propriétés, nous en obtiendrons 
encore par la suite. Il est intéressant, à ce propos, de définir les 
classes (3¢) d’une façon plus directe. 

Une classe (3%) étant donnée, montrons d’abord que l'on peut si l’on 
veut imposer au voisinage V, d'un élément 6 quelconque la condition 
d’être des ensembles ouverts, c’est-à-dire dont tous les points leur 
sont respectivement intérieurs. Appelons, en effet, W, l'intérieur 
de V,. W, existe puisqu'il comprend en particulier l'élément 5. La 
famille des W, est équivalente à la famille des V, (X, p. 5). En effet, 
tout V, comprend naturellement le W, correspondant. D'autre part, 
soit un W, : W$ correspondant à Vj. Puisque les conditions 2° et 5° 
sont vérifiées (X, p. 8, 9), il y a un voisinage V, entièrement intérieur 
CALE 

En joignant à cette remarque les conditions 2° bis et 3° bis, on voit 
que les classes (%) sont des classes où les éléments d’accumulation 
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sont définis au moyen de famille de voisinage satisfaisant aux condi- 
tions suivantes : 


A. A tout élément b correspond au moins un voisinage Wz; chaque 
voisinage W, contient l'élément 5. 

2° bis. Étant donnés deux voisinages W;, W: de b, il existe. un 
PR W3 de b appartenant à la fois à W, et W:. 

. Quel que soit l’élement c du voisinage W, de b, il existe un voisi- 

sey W. de c qui appartient entièrement à W,. 

3° bis. Pour tout couple d'éléments distincts 6, c, il existe un 
voisinage de b ne contenant pas c et inversement. 


24. L'espace topologique. — On reconnaît, dans les conditions A, 
2° bis, C, trois des conditions A, B, C, D imposées (dans le même 
ordre) par F. Hausdorff à son « espace topologique » (XIV, p. 213). 
La quatrième condition 3° bis est vérifiée quand la condition D de 
F. Hausdorff : 


ID. Pour tout couple d'éléments distincts b, c, il existe deux voisi- 
nages respectifs disjoints de b et dec. | 


est vérifiée. Par conséquent l'espace topologique est une classe (3). 
Mais l'espace topologique satisfait aussi, grace à la condition D, à la 
condition 4° bis. 

4° bis. OU que soient les éléments distincts b, c, l’un au moins 
des voisinages de b ne comprend entièrement aucun des voisinages 
de c et inversement. 


Cette condition étant indépendante de 3° bis, on voit que les classes 
(æ) sont plus générales que l’espace topologique. Or, on verra dans 
le présent Mémoire qu’on peut étendre à peu près toutes ‘les pro- 
priétés de l’espace topologique démontrées par F. Hausdorff à la 
classe (3). D'autre part, la definition de la classe (3) au moyen des 
conditions 1°, 2°, 3° de F. Riesz qui s'imposent si naturellement à la 
notion d’ ébémené d’accumulation et de la condition (5°) dont l’impor- 
tance est ainsi mise en valeur, parait beaucoup plus naturelle que les 
conditions A, B, C, D. En fait, on peut méme se demander si le pro- 
cessus, qui ne nous est pas expliqué, par lequel F. Hausdorff a éte 
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amené à poser ses quatre conditions, n’a pas consisté, plus ou moins 
consciemment, à chercher quelles conditions il fallait imposer à la 
notion de eus pour réaliser sous une forme simple les condi- 
AT RATS QT 

Ce n’est qu'après la guerre que j'ai pu lire lantercaskint Livre de 
F. Hausdorff. Les remarques précédentes ne doivent pas m’empécher 
de reconnaître que si la définition générale des classes (©), présentée 
en 1918 au moyen de Notes rédigées avant la guerre, est l’aboutissant 
d'un développement progressif de cette notion qu’on peut suivre dans 
mes propres recherches, on peut suivre aussi ce développement dans 
celles de R. Root (XI) en 1911 et de F. Hausdorff (XIV) en 1914, 
travaux qui ne sont parvenus à ma connaissance que tout récemment. 

J'ajouterai que F. Hausdorff de mème que Carathéodory (XXX, p. 37, 
4o) semblent considérer, comme une condition inhérente à la notion 
de voisinage, la propriété pour un voisinage d’être un ensemble ouvert. 
C’est là une limitation qui peut être commode pour formuler certaines 
conditions comme la condition C, mais qui n’est nullement essentielle 
et qui risque même de cacher la véritable nature du voisinage. 

Nous allons indiquer ici et dans la section suivante (et sous une 
forme plus générale) certains résultats de F. Hausdorff et de C. Cara- 
théodory. 


25. Propriétés des classes (x). — Appelons fermeture d’un en- 
semble E l’ensemble E + E’;.on le représente souvent par la 
notation E. L'importance de cet ensemble est caractérisée par la 
propriété suivante : 

Dans une classe (3), la fermeture E d’un ensemble E est le plus 
petit ensemble fermé contenant E. En d'autres termes, E est fermé, 


contient E et est irréductible par rapport à ces deux propriétés, c’est- 
à-dire qu'il est contenu dans tout ensemble fermé contenant E. Les 


conditions 1° et 2° étant vérifiées, le dérivé de E est E + E”; la condi- 


tion 5° étant vérifiée, E’ + E” = E’, donc E est bien un ensemble fermé 
contenant E. D'autre part, si F est un ensemble fermé contenant E, il 


- contiendra F’ qui, d’après 1°, contient E, donc il contient E. 
On peut d’ailleurs remarquer que, si E est dense en soi, E appartient 


2u* 
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à E’, dans ce cas E = E’; mais, d’après 1°, E’ appartient à E”, donc E’ 
est aussi dense en soi; comme il est fermé d’après 5°, on voit que : 
dans une classe (x), la fermeture d’un ensemble dense en soi est un 
ensemble parfait. . 

On peut aussi introduire le noyau d'un ensemble E, appelant ainsi 
l’ensemble des éléments, s’il en existe, communs à E et à son dérivé, 
désignons-le par E x E’. 

Dans une classe (3¢), le noyau d'un ensemble E est le plus grand, — 
s’il en existe, des ensembles denses en soi-contenus dans E. D’abord 
H=E~E a, d’après 1°, un ensemble dérivé contenu dans E’, H est 
donc un ensemble dense en soi contenu dans E. S’il en existe un autre K, 
K étant dense en soi sera contenu dans K’ qui, d’aprés 1°, est contenu 
dans E’. Ainsi K est contenu dans E et dans E’ : K est une partie de H 
(ou H lui-méme); c’est ce qu’on exprime en disant que H est le plus 
grand des ensembles K. 


La géométrie de situation dans les ensembles abstraits. 


25. Introduction. — Je me propose d’amalgamer les résultats 
obtenus par différents auteurs (XXIV, XXV, XXIX, XXX) avec ceux que 
j'avais commencé à rassembler avant la guerre concernant ce qu'on est 
convenu d’appeler I’ Analysis situs, appliquée aux ensembles abstraits. — 
Il est très important de distinguer dans I’ Analysis situs ordinaire ce qui 
résulte de la nature des éléments envisagés: points de l’ espace euclidien 
et ce qui est indépendant de la nature de ces éléments. On s’apercevra 
par exemple qu’on peut simplifier bien des démonstrations en évitant, 
comme le conseille S. Janiszewski (XXIV, p. 5), d'employer les lignes 
polygonales, dans un grand nombre de questions concernant les 
ensembles plans où leur considération n’est pas essentielle. 

Je commencerai par définir les ensembles bien enchainés en m’ins- 
pirant à la fois de S. Janiszewski et de F. Riesz (XXV, p. 22, 23). 


26. Ensembles enchainés. — Nous dirons que deux ensembles E, F 
sont enchainés si l'un des éléments d’accumulation de l’un appartient 
à l’autre ou s’ils ont un élément d’accumulation commun. Ceci peut 
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s’exprimer par la notation 
EXF+FXE+E xXF'Zo 


en représentant par G x H l’ensemble des éléments communs à deux 


ensembles quelconques G, H. | 
Nous remarquons, en particulier, que si deux ensembles disjoints 
(entendant par ensembles disjoints deux ensembles sans éléments 
communs ) sont fermés, ils ne sont pas enchainés. Nous voyons aussi 
que deux ensembles dont les dérivés sont nuls ne sont pas enchainés. 
Les conditions 1°, 2°, 3° de F. Riesz (X, p. 2) imposées à la défini- 


‘tion des éléments d’accumulation entrainent respectivement les 


conséquences suivantes : 


I. Si E, F sont enchainés, il en est de méme de deux ensembles 
quelconques comprenant respectivement E, F. 

II. Si E est enchainé a G + F, il est enchainé à l’un au moins des 
ensembles G ou F. ; 

III. Deux éléments ne sont jamais enchainés. 


On peut d’ailleurs aussi déduire de 3° la conséquence suivante : 

Pour qu’un élément b soit enchainé à un ensemble E, il faut et il 
suffit que à soit un élément d’accumulation de E et aussi : 

Deux ensembles enchainés à un élément sont enchainés. 

Il est intéressant de remarquer qu’inversement la condition II 
entraine la condition 3°, et que celle-ci une fois vérifiée, la condition | 
entraine 1° et la condition II entraine 2°. 

Pour la suite de la théorie, il sera utile de se restreindre au cas où 
la définition des ensembles dérivés satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° 
et aussi à la condition 5° (X, p. 7) : tout ensemble dérivé est fermé, 
c’est-à-dire au cas des classes (3¢), considéré à la section précédente. 


27. Ensembles bien enchaînés. — Nous appellerons ensemble bier 
enchaîné un ensemble E tel que, si on le considère comme la somme de 
deux ensembles distincts et non nuls, ceux-ci (qu'ils soient disjoints 
ou non) sont enchainés. 

Dans une classe (3%) tout ensemble bien enchainé E est dense en soi. 
En effet, si un élément 5 de E n'appartient pas à E’, E serait la somme 
de deux ensembles J et E qui ne sont pas enchainés l'un à l’autre. 
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Ainsi E appartient à son ensemble dérivé E : celui-ci est bien 
enchainé. Il faut prouver que, si E = G+H, G et H sont enchainés. 
Or, soient G, = Ex G,H,=E x H, les ensembles communs à E et G, 
à E et H. Si G, et H, ne sont pas nuls, ils doivent être enchainés l’un à 
l’autre et alors d’après 1, G et H aussi. Si, par exemple, G, = 0, alors 
c’est que E appartient à H, alors H’ comprendra E’ et par suite G, donc 
H et G sont encore enchainés. 

On remarquera que la démonstration serait encore correcte si E’ 
désignait non le dérivé de E, mais la sémme de E et de certains 
éléments d’accumulation de E : un tel ensemble est donc également 
bien enchainé. 

On appelle continu tout ensemble fermé et bien enchainé, compre- 
nant plus d’un élément. On voit donc que : tout continu est parfait; 
tout ensemble bien enchaîné E appartient à son propre dérivé E’ et 
celui-ci est un continu. 

Par sa définition même, si l’on décompose un ensemble bien 
enchainé en deux ensembles fermés, ceux-ci étant enchainés auront 
nécessairement un élément commun. Mais cette décomposition n’est 
possible que si E est fermé. 

_ On voit qu’on est alors conduit à la définition suivante des ensembles 
bien enchainés : 

Un ensemble fermé sera dit bien enchaîné s’il ne peut être décomposé 
en deux ensembles fermés disjoints. 

Un ensemble non fermé sera dit bien enchaîne si la somme de cet 
ensemble et de son ensemble dérivé, somme qui, dans une classe (Je), 
constitue un ensemble fermé, est bien enchainé au sens précédent. 

Ces conditions sont nécessaires d’après ce qui précède. Elles sont 
suffisantes. _ 

En d’autres termes, si E est un ensemble tel que E + E’ ne puisse 
être décomposé en deux ensembles fermés disjoints, E est bien 
enchainé. II faut prouver que si E = G+ H, G et H sontenchainés. En 


effet, posons 
on a 
(E+ BE’) = (G+ G’) + (H,+ 4H). 


Les ensembles entre parenthéses sont fermés, ils ont donc, par hypo- 


in, rs 
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thèse, au moins un élément commun ('). Cet élément ne peut appar- 
tenir à G et H,; il appartient donc à G’H, + GH, + G’H! et, par suite, 
aussi à G’H + GH’ + G’H’ : G et H sont enchainés. 


27 bis. — Enfin généralisant la notion d’ensembles « zusammen- 
hängend im kleinen » due à M. H. Hahn (XXXIV), il nous sera utile 
d'introduire les ensembles localement bien enchainés. Un ensemble E 
est dit bien enchaîné en A si dans tout voisinage V, d'un élément A 
de E, il existe un voisinage W, de A où deux éléments quelconques, 
.B, C de E appartenant à W,, appartiennent à un ensemble de E bien 
enchainé et appartenant à V,. D’ailleurs, il suffit évidemment que 
ceci ait lieu quand C==A (un ensemble bien enchainé localement, 
c’est-à-dire en chacun de ses éléments, n’est pas nécessairement bien 
enchainé). Cette définition garde un sens dans une classe (©) quel- 
conque. Il est clair que dans une classe (3) tout sous-ensemble ouvert 
d’un ensemble localement bien enchaîné est aussi localement bien 
enchainé. 


28. Propriétés des ensembles bien enchaînés dans une classe (3). — 
I. Si tout couple d'éléments d’un ensemble E appartient à un sous- 
ensemble bien enchainé de E, E est bien enchainé. En effet, dans le 
cas contraire, il existerait deux ensembles G, H non enchainés et dont 
la somme est E. Choisissons deux éléments b, c dans ces ensembles 
respectifs. II existerait un ensemble bien enchainé K auquel appar- 
tiennent b et c. Soient G, = Gx K, H, = H x K; l’ensemble bien 
enchainé K serait la somme de deux ensembles G,, H, comprenant 
chacun au moins un élément. Ceux-ci seraient alors enchainés et 
seraient respectivement contenus dans deux ensembles G, H non 
enchainés l’un a l’autre. 

La réciproque de la proposition actuelle est d’ailleurs évidente. 


II. La somme E de deux ensembles bien enchainés R, S qui ont un 
élément b au moins en commun, est bien enchainée. Soit, en effet, 
eee re, ee ee er ee ED PRE eee 


(1) Le raisonnement serail en défaut si H, = 0; mais, alors, on referait le raisonnement 
en permutant le rôle de G et H. 
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E=6,+6,, montrons que G, est enchainée à G,. En appelant A la 
partie commune à R et S, on peut écrire 


R=A+U, ‘S—A+T: 


<- 


À a au moins un élément b ct, si l’un des ensembles U ou T était nul, 
on aurait | 
E=S ou ER; 

le théorème serait évident. Appelons maintenant U,,T,, A,, U,, T,, À», 
les parties communes à U, T, A respectivement avec G, et G,. Puisque 


R est bien enchaîné et que 


R=(A;+U;) +(A:+ Un), 


les deux ensembles A,+ U, et A, + U, sont enchainés; et puisque 
ceux-ci appartiennent respectivement à G, et G,, ceux-ci sont aussi 
enchainés. Il n’y aurait exception au raisonnement que si A, + U, ou 
A, + U, étaient nuls et si de même A,+T, ou A,+T, était nul. 

Comme A = A,+ A, n’est pas nul, il faudrait que, par exemple, 
A,+U, et A,+T, fussent nuls, et, par suite, que R et S appartinssent 
tous deux à G,, ce qui n’est possible que si G, est nul. Or, on suppose 
évidemment que G, et G, ne sont pas nuls. 


Ill. La somme S d’ensembles bien enchainés E qui ont deux à deux 
un élément commun.au moins est un ensemble bien enchainé. Il 
suffit de montrer, d’après ce qui précède, que deux éléments quel- 
_ conques b, ¢ de S appartiennent à un sous-ensemble bien enchainé 
F de E. Lorsque 6 et ¢ appartiennent à un mème ensemble E, on peut 
prendre F = E. Lorsque 6 et c appartiennent respectivement à deux 
ensembles E,, E, de S, on peut, d'après le théorème précédent, 
prendre F = E, + E,. 

Remarque. — En remplaçant dans le raisonnement précédent chaque 


ensemble E par sa « fermeture » E+ E’ on obtient la forme plus 
générale suivante du dernier théorème : 


Si des ensembles bien enchainés sont deux à deux non disjoints ou 


enchainés, leur somme est bien enchainée. 


IV. Si un continu E a un élément au moins en commun avec un 


wort. age 
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ensemble quelconque G sans appartenir entièrement à G, il a au moins 
un élément en commun avec la frontière de G. Er effet, si l’on appelle 
R la partie commune à E et à G et si l’on pose S—E — R, on divise E 
en deux ensembles R et S disjoints mais possédant chacun au moins 
un élément. Il y aura donc au moins un élément b de l’ensemble 
RS’ + SR’+ R'S'; cet élément appartient donc, comme R, S, R’, S’, à 
l’ensemble fermé E—R+S. D'autre part, comme il appartient 
à RS’+ SR’+ R’S’, qui est contenu à la fois dans R+ R’et dans S+S/, 
et par suite dans G + G’ et Il + H’ (en appelant H le complémentaire 
de G), il appartient bien à la frontière de G. 


29. Composants d'un ensemble. — Appelons composant (XIV, p. 245) 
d'un ensemble E relatif à un élément b de E la somme de tous les sous- 
ensembles bien enchainés de E contenant b, s’il en existe, ou l’élé- 
ment b, seul, dans le cas contraire. D'après II (§ 28), le composant 
de E relatif à 4 est aussi relatif à chacun des éléments de ce compo- 
sant. Tout composant de E est un sous-ensemble de E et tout élément 
de E appartient à un composant de E. Ces composants sont bien 
enchainés d’après If (§ 28). Par suite, d’après leur définition même, 
si deux composants sont distincts, ils sont disjoints. Et même deux 
composants distincts G, H de E ne peuvent être enchainés l’un à 
l’autre. Car si l’un, G, est relatif a l’élément b, leur somme serait un 
sous-ensemble de E qui serait bien enchainé et contiendrait b, et par 
conséquent devrait être contenue ‘dans G. De même leur somme 
devrait aussi être contenue dans H. 

Ainsi : tout ensemble est la somme d’ensembles de _enchainés, dis- 
Joints et dont aucun n'est enchaïné à l’un des autres, certains de ces com- 
posants pouvant être formés d’un seul élément qui n'appartient ni 
à un autre composant, ni à son dérivé. Il en résulte en particulier 
que tout composant d'un ensemble fermé est un continu ou est réduit à un 
seul élément. 

Inversement, si un ensemble E est la somme d'un nombre fini d’en- 
sembles P,Q,R, ..., T bien enchaines, disjoints, et dont deux quelconques 
ne sont jamais enchainés l'un al ‘autre, P, Q, ..., T sont les composants 
de E. En effet, soit p un élément de P. Il appartient à un composant P, 
de E relatif à p; par définition de P,, P, contient P. S'il contenait 
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quelque autre élément 6 n’appartenant pas à P, b appartiendrait à un 
des ensembles Q, R, ..., par exemple Q. Alors P,+Q serait un 
ensemble bien enchainé contenant p et par suite appartiendrait à P,. 
Par suite, Q appartiendrait à P,, En résumé, P, serait la somme de P et 
de certains des autres ensembles Q, R, ..., par exemple 


P,=P+Q+R+S. 


Mais P, étant bien enchaîné, les ensembles disjoints P et (Q +'R + S) 
sont enchainés et par suite P serait, contrairement à l'hypothèse, 
enchainé à Q, R ous. 

Le raisonnement qui s’appuie sur la propriété II (§ 26) serait en 
défaut si le nombre des ensembles P, Q, ..., T n'était pas fini. L’enoncé 
reste-t-il cependant correct? Il suffit, pour Bee que non, de considérer 
le cas où les ensembles P, Q, R, ... sont des intervalles fermés définis sur 
une droite de la façon suivante : P et Q sont deux intervalles disjoints. 
_ On prend pour R un intervalle entre P et Q ne laissant libre entre P 


et Q que deux intervalles de longueurs < =. Puis on prend pour Set T 


deux intervalles placés l’un entre P et R, l’autre entre S et T et de 
longueurs <5 et ainsi de suite. Ces ensembles seront évidemment 
bien enchainés, disjoints et deux d’entre eux ne pourront être en- 
chaînés. Pourtant ce ne seront pas les composants de la somme 
P+Q+R+S+T+..., car cette somme est évidemment un en- 
semble linéaire limité dont on peut joindre deux points quelconques 
par une chaine de maillons <= quel que soit l’entier n. Donc cette 
somme est un ensemble bien enchaîné qui est à lui-même son propre 
composant. 

Les composants d’un ensemble E ouvert et localement bien enchainé 
sont aussi ouverts et localement bien enchainés. D’après le para- 
graphe 27, il suffit de prouver qu’ils sont ouverts. Or, l’un au moins des 
voisinages d’un élément quelconque b de E appartient à. l’ensemble 
ouvert E, et il contient un-voisinage S; de Edont tout élément appartient 
à un sous-ensemble de E bien enchainé et contenant d. Donc le compo- 


sant de b contient un voisinage S, ded : b lui est intérieur. Ainsi, tout 


ensemble ouvert et localement bien enchainé est la somme d’ensembles 
ouverts, bien enchainés, bien enchaînés localement, disjoints et deux 
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à deux non enchainés. Si en outre l’ensemble E est séparable, c’est la 
. ’ : ; ‘ . 
somme d’une famille dénombrable de ces sous-ensembles, famille 


formée par exemple des composants de E relatifs à un certain sous- 
ensemble dénombrable N de E. 


30. Ensembles homéomorphes. — Nous dirons que deux ensembles 
fermés E, F sont homéomorphes si l’on peut établir entre eux une cor- 
respondance biunivoque et bicontinue, c’est-à-dire telle que tout 
élément de E corresponde à un élément bien déterminé de F et réci- 
proquement, et qu'à tout élément d’accumulation d’un sous-ensemble 
de E corresponde un élément d’accumulation du sous-ensemble cor- 
respondant de F et réciproquement. 

On voit alors que deux sous-ensembles de E qui sont enchainés se 
transforment en deux sous-ensembles de F, qui sont aussi enchainés. 
En particulier, quand deux ensembles fermés E, F sont homéo- 
morphes si l’un est un continu, l’autre aussi; en particulier aussi, si 
un ensemble fermé F est homéomorphe d’un segment de droite (extré- 
mités comprises), F est un continu. Il en est encore de même quand 
la transformation du segment n’est qu’univoque et continue (et non 
inversement). 

Il en résulte que, dans une classe (3e), si deux éléments quel- 
conques à, c d’un ensemble E peuvent être joints dans E par un arc de 
Jordan, c'est-à-dire appartiennent à un sous-ensemble fermé de E, 
transformé univoque et continu d’un segment fermé de droite, d’après 
le théorème I (p. 371, § 28), cet ensemble E est bien enchainé. 


31. On peut aussi généraliser un théorème de ma Thèse (XVIII, 

§ 12) en deux temps de la façon suivante : | 
Si une fonctionnelle est continue en tout élément d’un continu E, 
sur E, elle ne peut y passer d’une valeur p à une autre g sans passer 
aussi près que l’on veut (à droite et à gauche) de toutes les valeurs 
intermédiaires. En effet, dans le cas contraire, autour d'une telle 
valeur r, il y aurait un intervalle fermé p,, 7, compris entre p et g et 
comprenant r dont aucune valeur ne serait prise par la fonctionnelle 
considérée U. On pourrait donc considérer E comme la somme de deux 
ensembles disjoints P et Q formés des éléments de E, où l’on a respec- 
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tivement U>p,, U<g,, si p,>g,. Ces ensembles comprenant 
chacun au moins un élément: P celui où U =p, Q celui où U=q, 
sont enchainés; par suite, il existe un élément b de PQ’+- P'Q + P’Q’. 
Comme E est fermé, b appartient à E. Si, par exemple, b appartient 
à PQ’, la valeur de U en b est > p, et est l’une des limites des valeurs 
prises par U sur Q, valeurs qui sont <q,. Sid appartient à P’Q’, la 
valeur de U en b sera la limite commune de valeurs >p, et <g,.Dans 
tous les cas, on arrive à une impossibilité. 

Enfin, si ce continu est en même temps un ensemble compact, on 
voit que la valeur intermédiaire r elle-même sera atteinte. Car en 


appelant E, l’ensemble des éléments de E, où 7 — = <U<r+ =, la 


suite E,, E,, ... sera une suite monotone de sous-ensembles de E dont 
chacun a au moins un élément. Par suite, il y a un élément « commun 
aux E, ou commun aux E’,. Cet élément appartient à E, qui est fermé; 
s’il appartient à E,, on a 


= U r+ de $ 
n = as a? 


Les J I 
RSSEUIR oy 
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puisque U est continue. Ceci ayant lieu quel que soit n, U,=r. 

Pour que l'on puisse joindre deux éléments quelconques d'un en- 
semble E par un are de Jordan situé sur E, il est nécessaire ($ 30) que 
cet ensemble soit bien enchainé. On peut se demander s’il ne suffirait 
pas qu'en outre il existe, pour tout couple d'éléments de l’ensemble, 
une fonctionnelle continue sur l’ensemble prenant des valeurs dis- 
tinctes en ces deux éléments. 


32. La Géométrie de situation dans les classes (0). — On peut mettre 
la condition d'enchainement sous une forme commode quand les 
ensembles considérés appartiennent à une classe (©). 

Dans une classe (®), si deux ensembles E, F sont enchainés, il 
existe, quel que soit e > 0, un couple d'éléments distincts à de E, 
ede F dont la distance est inférieure à e. Car EF’ + E’F + EF’ £0; 
si a est un élément du premier membre, il y a au moins deux éléments 6 
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de E, c de F distincts ou non de a, mais distincts entre eux, qui sont 


A La Ld La La “ E 
à des distances de a inférieures à a donc 


(Qir€) <6: 


La réciproque n'est pas entièrement exacte comme le montre, par 
exemple, dans le cas des ensembles de points d’un plan, le cas où E 
et F seraient l’un une hyperbole, l’autre ses asymptotes. | 

Mais on peut prouver que, si E, F sont compacts et si, quel que 
soit e > o, il existe deux éléments 5, c (distincts) l’un de E, l’autre 

‘de F à une distance < €, E et F sont enchainés. Car si b,, c, corres- 


8 I ; 5 é 
pondent ae = 7? on peut extraire des 5, une suite convergeant vers 
un certain élément a de E ou de E’, et alors, puisque 


(a, Cn) (4, bn) + (Bn, Cn), 


la suite correspondante extraite des c, convergera vers un élément 
de F ou de F’, qui sera a. Puisque 6, et c, sont distincts, on ne peut 
supposer que les deux suites ne contiennent qu’un nombre fini d’élé- 
ments distincts de a, et par suite a est bien un élément d’accumulation 
de E (ou de F) qui appartient en outre à F + F’ (ou à E+E’); les 
deux ensembles E, F sont enchainés l’un à l’autre. 

Il faut remarquer que le ‘raisonnement reste valable si un seul des 
ensembles E, F est compact. 


33. Passons aux ensembles bien enchainés. 

Dans une classe (@), si un ensemble E est bien enchainé, on peut, 
quel que soit € >, joindre deux éléments quelconques b, c de E par 
une chaine dont les maillons sont e. Autrement dit, il existe un 
nombre fini d'éléments a,, a, ..., a, appartenant à E et tels que 


(b, a) <é, (ai, a2) <E, OR A (Guy) = es 


En effet, soit B, l’ensemble des éléments de E que l'on peut 
joindre à b par une telle chaine. Si B,=E quels que soient bete, 
le théorème est établi. Sinon, il existe un élément 5, de E et un 
nombre €, tels que l’ensemble E comprenne d'autres éléments que 
ceux de l’ensemble B,, correspondant à 4,. Soit C, l’ensemble restant; 
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on a E=B,,+(C,, et par suite B,, et C, sontenchainés. Quel que soite, 
il existe donc un élément b! de B., et c’, de C, dont la distance est <e4. 
Le maillon 6), c, placé à la suite de la chaine unissant par hypothèse 
b, et b, et de AAA Pare permettrait de constituer une chaine 
unissant b, à ¢, de C, et dont les maillons sont <,; c, ne pourrait 
appartenir à Cy. 

Ici encore la réciproque n’est pas entièrement exacte comme le: 
montre le cas de l’ensemble, qui n’est pas bien enchainé, formé par 
l’ensemble de l’hyperbole et de ses asymptotes. : 

Dans une classe (@), si un ensemble E est compact et si, quel que 
soit € > 0, on peut joindre deux quelconques de ses éléments par une 
chaine d'éléments de E formant des maillons <«, cet ensemble E est 
bien enchaîné. Autrement dit, G, H étant deux ensembles distincts 
non nuls dont la somme est E, G et H sont enchainés. En effet, G, H 
possèdent respectivement un élément au moins chacun, soient b,etc,. 
_ Quel que soit «> 0,ilexiste une chaine d’élémentsdeE, b,,b,,...,b,,cs, 
de maillons < €. Dans cette chaine, b, appartient à G et il existe au 
moins un élément c, de H, soit d, le dernier des éléments de la suite 
appartenant à G. Alors 6, appartient à G, b,,, (ou c,) à H, leur distance 
est << e et on peut les supposer distincts. Un tel couple existant quel 
qe soit eet G, H étant compacts comme E : G, H seront enchainés. 

D’après cela, un ensemble de points d’une droite qui est contenu 
dans un intervalle limité et dense dans tout cet intervalle est bien 
enchainé. En particulier, un segment de droite est un continu. En 
particulier aussi, l’ensemble des points d’abscisses rationnelles entre 
o et 1 est bien enchainé. On voit par cet exemple que notre définition 
se distingue de celle de F. Hausdorff (XIV, p. 300) pour lequel un 
tel ensemble n'est pas bien enchainé (zusammen hängend). 

De même, si l’on considère deux sphères tangentes, l’ensemble des 
points intérieurs à l’une ou l’autre de ces deux sphères forme un 
ensemble ouvert bien enchaîné. Comme, d’autre part, on peut consi- 
dérer cet ensemble ouvert comme la somme de deux ensembles ouverts 
disjoints, on voit que notre définition des ensembles ouverts bien en- 
chainés ne coincide pas avec celle de Carathéodory (XXX, p. 222). 

Par contre, elle coïncide avec celle de Cantor pour les ensembles 
compacts et avec celle de Jordan pour les ensembles fermés. 
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34. Exemples de classes (®) dont les sphéroïdes sont des continus. — Pas- 
sons en revue quelques-unes des classes (®) que l’on rencontre en Ana- 
lyse et montrons, au moyen des considérations précédentes, que leurs 
sphéroides sont des continus. [Il en résultera également, d’aprèsle para- 
graphe 28, que dans ces classes les sphéroides ouverts sont aussi bien 
enchainés, puisque tout sphéroide ouvert, ensemble des éléments c tels 
que (a,c) <p, est la somme S,+S,+...+S,+... des sphéeroides 


S, ensembles des éléments 6 tel que (a,b)<o — -, les S, ayant 


_@a@en commun]. 
Nous ‘aurons montré, en méme temps, que ces classes sont locale- 
ment bien enchainées. 


I. Espace Q. — C’est la classe des points æ déterminés par une infi- 
nité de coordonnées z,, æ,, ... dont la somme des carrés est conver- 
gente et où 

CP PETER AE NT EN PARENT 


Si a’, x” sont deux points du sphéroide de centre 2°, rayon p, ils 
appartiennent à un ensemble fermé homéomorphe d’un segment fermé 
de droite et appartenant au sphéroide, à savoir l’ensemble des points 
X® de coordonnées 


XP=æ,+A(r,—æn) où  o£A£1. 
En effet, on a pour deux valeurs de À 
(XD, XO) = |A — 7] (2, 2’), 


de sorte que la correspondance entre le point X® et le point d’ab- 
scisse A du segment (0, 1) est non seulement biunivoque, mais 


bicontinue. Et, d’autre part, 


(ar, XO)? = Ÿ [ar — 8) (1-2) + (ai — ea) AT? 


me a Ee wo) Ar", 2°)? +-2A4(1 — À) Ex, —xs) (tn —2n)- 
[ E(x), — 28) (a — ny PPS [2 (e,— an] x [Cee en) 5 


S(al, — 29) (ah 9) = 9(2', 29) (2,2), où 9 <1, 
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de sorte que 

(a, XO)*= [(1— 2) (w', w®) + A(x", 2°) — 2A(1— A) (1 — 0) (2, 9) (2", Xo). 
Si done | 
oÉÀk£s et (z', 2°) Ep, (x", Zo) Ep, 


on aura ; 
(x9, X™)2<[(1—2)p + Ap P= p* 


Ainsi, on peut joindre deux points quelconques ‘du sphéroide de 
centre æ°, rayon p, par un ensemble continu situé dans ce sphéroide. 
Comme le sphéroide est un ensemble évidemment fermé, c’est lui- 
méme un continu. 

Le raisonnements’appligue évidemment (en laissant æ,,,, Up4oy ++: 
nuls) à l’espace euclidien à nm dimensions. 


II. Espace Dw. — Pour éviter toute confusion avec la famille plus 
générale des classes (©), appelons espace D, l’espace que nous avions 
appelé auparavant (VI, p. 161) espace D, celui des points æ à une 
infinité de coordonnées x,, x,, ..., bornées quand 7 varie et où la 
distance (x, x’) de deux points æ, a’ est définie comme la borne 
supérieure, quand » varie, de la valeur absolue |2, — æ’,| de la diffé- 
rence de leurs coordonnées de mêmes rangs. 

Un raisonnement semblable au précédent permettra de montrer que 
dans l’espace D,, également on peut joindre encore deux points quel- 
conques 2’, x” d’un sphéroide de centre x*, rayon p, par un arc de 
Jordan décrit par le point X® de coordonnées 


XY = w+ M(x, — 2), (OSA), 


arc tout entier dans le sphéroide et ayant pour extrémités les 
points x’, x”. 


Ill. Ensemble des fonctions continues. — Considérons la classe dont 
les éléments sont des fonctions continues d’une variable numérique 
réelle dans un intervalle fixe a, b, et définissons-y distance de deux 
fonctions le maximum de la valeur absolue de leur différence. 

Alors, si f,, f: sont deux éléments du sphéroide de centre Feb 
rayon g, nous pourrons refaire un raisonnement analogue au pré- 
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cédent en joignant Jv» f par l’ensemble continu, contenant f, et f,, 
des fonctions 


Ale) =fi(z)+ALf(e) —fi(z)], © (0221). 


On verra encore que 
(Ais Av) =1A— A". (Sts fa) 


et que | 
(Ais Fo) S (Sir fo) (1-9) + As fo) Sp. 


IV. Espace E,,. — J'ai appelé dans ma Thèse (XVIII, p. 19) espace Ew 
un espace dont les points x sont, chacun, définis par une suite infinie 
de nombres x,, x,,... appelés les coordonnées de x, et dans lequel une 
suite infinie de points 2), 2), ..., x), ... est dite converger vers un 
point x si les coordonnées de a) convergent, d’ailleurs indépendam- 
ment, vers les coordonnées de même rang de x quand p croit indéfi- 
niment. C’est la « convergence faible » de Hilbert. Et j'ai montré que, 
dans cet espace, les points limites pouvaient être aussi définis par 
l'intermédiaire d’une définition convenable de la distance de deux 
points. J'ai proposé, pour valeur de la distance de deux points æ, 2’, 
la quantité | 


; I |z,— x, 
el => — RS ee En a 
( ? ) in] 1+ |2,—2,,| 


Cette expression est choisie d’une manière artificielle; il est pro- 
bable que l’on pourrait en proposer une qui serait plus simple et plus 
naturelle tout en conduisant à la même définition des points limites. 
Mais l’essentiel est qu’il existe au moins une définition de la distance, 
puisque son expression n'intervient pas dans les théorèmes généraux 
sur les classes (@). 

Ici, pour démontrer que l’on peut joindre deux points d'un sphé- 
roide dans l’espace E,, par un arc continu situé dans le sphéroide, nous 
prouverons, pour éviter des complications, qu'on peut le faire simple- 
: ment dans le cas où l’un des points est le centre du sphéroide. Dans le 
cas général, il suffira de joindre les deux points au centre. 


Or, si 
(z', a) < P» 
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et si l’on pose 
X, = 2 + 1(2),— 2 avec PSÀiSr: 
on aura 
pe _ xe Alen — a2] eae ee 
1+ |X, Zi] 1+A|2,—xY =T+] 2, 2] 


et par suite 
(X, ©) 2(2', 2) <p 


si X est le point de coordonnées X,, X,, ..., X,, .... Or, lorsque A tend 
vers À’, À et À restant entre o et 1, le point X correspondant à À tend 
vers le point X’ correspondant à la valeur 2’ de À. 

Par conséquent, lorsque A varie de o à 1, X décrit un are continu 
joignant xa x’ et tout entier dans le sphéroide de centre a), rayon, 
auquel appartient x’. 


V. Classes des fonctions holomorphes à l'intérieur d’une aire donnée.— 
Le même mode de démonstration que celui employé pour l’espace E, 
conviendra en utilisant la définition de la distance de deux fonctions 
holomorphes que j'ai donnée dans ma These (XVIII, p. 46). Cette 
définition est aussi sujette aux remarques faites pour l’espace E,,. 


VI. Classes des courbes continues. — Le raisonnement est à peu près 
le même que pour la classe des fonctions continues et conduit au 
même résultat. 


VII. Classe des fonctions mesurables. — Appelons (M) la classe dont 
les éléments sont des fonctions f(x) mesurables au sens de 
M. Lebesgue dans un intervalle fixe (a, b) et où une suite d'éléments 
est dite convergente si elle converge « en mesure » au sens de 
M. F. Riesz. Nous rappelons que /,(æ) converge en mesure vers f(a’) 
si l’ensemble des points où f(a) diffère sensiblement de f(a) a une 


mesure qui tend vers zéro avec = Autrement dit,si n >o étant donné, 
il existe un entier p et un nombre € > o tels que, pour n >p,ona 
az) —f(z)|<n, 


sauf peut-être dans un ensemble de points de mesure <e. 


SUR LES ENSEMBLES. ABSTRAITS. 383 


J'ai montré (XXXVIT; XXXVIII, p. 202) qu’une telle classe est 
une classe (@). Autrement dit, on peut définir la convergence « en 
mesure » par l'intermédiaire d’une distance convenablement définie. 
Il est probable que l’on pourrait formuler une définition de la distance 
équivalente à celle que j'ai proposée, mais moins artificielle. Mais dans 
la théorie actuelle la forme de cette distance n’a aucun intérêt, l’essen- 
. tiel est de pouvoir en définir une. J’indique donc la suivante. On appel- 
lera distance des deux fonctions J(x), ? (x) mesurables sur (a,b), 
la borne inférieure lorsque w varie, par sie Zo, de la somme 


© + MYf—p1> 0) 


où le second terme désigne la mesure de |’ ensemble des. points 
de (a, b), où 
If(@) — 9(2)h>o. 

Une telle classe est séparable, complète, parfaite. Montrons que l’on 
peut joindre deux de ses éléments /,, f, appartenant au même sphé- 
roide S, par un arc de Jordan appartenant à ce même sphéroïde. Pour 
simplifier, nous ramènerons comme plus haut au cas où /, est le 
centre du sphéroide. On pourra alors joindre f à f, par l’arc de Jordan 
constitué par l’ensemble des fonctions de x 


fix) = fix) + tl f(z) — fi(z)], o<t=£1. 


En effet, on a 
fe fl= tell 

Pour toute valeur de ¢ entre o et 1, l’ensemble des points 
où |[f—f|>w est compris dans l’ensemble des points où 
| f2 — fl > © et, par suite, 


© + Mf f,>059+ M fi >we 


Donc 
(fo FD Es fa) 
et f, est bien un élément de tout APE de centre f, qui com- 


prend fa. 
D'autre part, f.(x) correspond à f, pour {= 0, à ie pour ¢=1, et 


décrit un arc de Jordan. En effet, 


fete) — fa) |= té 8 | le) —/i(e)t 
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Il suffit de montrer que l’on peut prendre @’ assez voisin de 4 pour que 
la distance (f,, f.) soit inférieure à un nombre positif donné quel- 
conque €. Or, dans le cas contraire, il existerait €, > 0, & et wi, 
dans (0, 1), tels que, quel que soit 7, 


1 
l4o— til < 72 (fus fu) > &o- 


Par suite, quel que soit w > o, 


m > Le) 
@ + [4.4] > => Eo > 0; 
€ 
et, en prenant w = —; 
* . 
Eo 
(1) fey >% 7 a 
Or 
PA > e = h-fil> M fh1>nw 
et 


( b — a) = M|\ f—f.is1 
+ [mip mail PML fda Mi pin oso 


La fonction (f,—,) étant mesurable sur (a, 6), on‘voit que la 
série est convergente et, par suite, 


, Mf—fil> nwo 
I : € . 
tend vers zéro avec =+ Si donc on prend w= +; puis n assez grand 
pour que . 
€ 
Mi > nw SPs 
on aurait 
J £o 
Mr -n>e < 3? 
contrairement à l'inégalité (1). 


35. Propriétés des classes (®) où tout sphéroide est un continu. — 
La classe entière est un continu. En effet, c’est la somme de sphé- 


ge ès dites 
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roides concentriques, lesquels sont bien enchainés et ont en commun 
leur centre. Donc (§ 28, IIL) elle est bien enchainée. Elle est, d’autre 
part, fermée par définition. 
’ . . x 

D'autre part, il est clair que la classe toute entière est localement 
bien enchainée et par suite (§ 27) que ses sous-ensembles ouverts 
sont localement bien enchainés. 

Enfin la classe jouit des propriétés que nous allons établir plus 
généralement pour toute classe 3e qui est un continu localement bien 
enchainé. Dans une telle classe : 


I. Un ensemble ne peut étre a la fois ouvert et fermé. Car, dans ce 
, , . ’ ’ 

cas, l’ensemble complémentaire d’un ensemble ouvert étant fermé, la 
classe entière serait la somme de deux ensembles fermés disjoints. 


II. Un ensemble bien enchainé E reste bien enchainé quand on lui 
ajoute des composants de l'ensemble complémentaire H. 

D’après le lemme III (§ 28), il suffit de montrer que, si P est un com- 
posant de H, E+ P est bien enchainé. En effet, considérons E+ P 
comme la somme de deux ensembles G,, G, distincts non nuls et 
appelons E,, E, les parties communes a E et à G, et G,, et de même 
pour P,, P,. Ona G,=E,+ P,, G =E,+ P,, et comme G,, G, ne 
sont pas nuls, E, par exemple n’est pas nul. Alors, si E, n’est pas nul, 
l’ensemble bien enchainé E étant la somme de deux ensembles dis- 
tincts non nuls E,, E,, ceux-ci sont enchainés, donc G, et G, sont 
enchainés. Si, au contraire, E, est nul, P, ne l’est pas. Si P, n'est 
pas nul, on voit encore que P, et P,, et par suite G, et G, sont 
enchainés. Reste le cas où E,=0, P,=o, et de mème le cas où 
E, = 0, P, = 0, c’est-à-dire celui où G, = E, G, =P ouG, =P, G,=E. 
Il faut donc montrer que E et P sont enchainés. S'ils ne l’étaient pas, 
E, =E+E’ et P, =P + P’seraient deux ensembles fermés et, par 
suite, deux continus sans élément commun. Par suite, P + P’ serait 
un ensemble bien enchainé appartenant a H et contenant le compo- 
sant P de H. Donc P + P’ serait identique à P. Mais, puisque P appar- 
tiendrait au complémentaire de E,, lequel complémentaire H, appar- 
tient à H, P serait aussi un composant de H,. Comme H, est ouvert, 
P serait ouvert. Il serait aussi fermé comme identique à P + P’. On 
arrive à la contradiction annoncée. 
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LE THÉORÈME DE M. PICARD 


Par M. G. VALIRON 


(Université de Strasbourg). 


Les présentes recherches apportent une contribution à l'étude des 
relations entre la croissance d’une fonction uniforme dans le voisi- 
nage d’un point singulier essentiel isolé et la distribution des points 
en lesquels cette fonction prend une valeur déterminée. Elles se 
rattachent donc aux célèbres propositions démontrées par M. Picard 
dès 1880 et e” particulier à la suivante, que j’appellerai théorème 
général de M. Picard : 

Si une fonction F(z) est régulière à l'extérieur d’un cercle | =| = C 
et admet le point à l'infini pour point essentiel, elle prend une infinité 
de fois toute valeur a à l’extérieur de ce cercle, sauf peut-être une 
seule. | 

M. Borel donna des démonstrations des théorèmes de M. Picard sans 
faire appel aux propriétés de la fonction modulaire ('), il montra que 
ces propositions étaient liées à l'existence de relations entre la crois- 
sance du module maximum M(r) d’une fonction entière, du module 
maximum M'(r) de la dérivée et du maximum A(r) de la partie réelle 
de la fonction pour [:| =v, et aux propriétés générales des fonctions 
croissantes. Il compléta en outre le théorème en montrant que, lorsque 
F(z) est une fonction entière, le n »mbre des zéros de la fonction F(2) —a 
dans un cercle |z|<r est de l’ordre de grandeur du logarithme du module 


(1) Foir le Mémoire Sur les zéros des fonctions entières ( Acta mathematica, t, XX) et 
les Leçons sur les fonctions entières. 
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maximum M(r), sauf peut-étre pour une valeur de a. Les démonstra- 
tions relatives au cas où F(z) est d'ordre infini, seulement esquissées 
par M. Borel, furent complétées par M. Blumenthal (*). 

Dans un Mémoire précédent (7), j’ai montré, en utilisant une 
méthode de M. Wiman, que les théorèmes de M. Borel pouvaient être 
notablenient complétés, ce qui me conduisait à une démonstration un 
peu différente du théorème général de M. Picard. Dans une Note ulté- 
rieure (*), j'ai indiqué un nouveau mode de démonstration qui 
consiste à due les fonctions qui sont exceptionnelles au point de 
vue du théorème de M. Picard, et à mettre en évidence directe- 
ment des points en lesquels ces fonctions prennent une valeur donnée. 
Cette méthode nouvelle a l'avantage de s'appliquer sans modification 
aux fonctions holomorphes dans un cercle et à croissance suffisam- 
ment rapide, ce.qui, par une simple inversion, conduit à des pro- 
priétés des fonctions holomorphes dans un angle. C’est cette méthode 
que je me propose de développer ici. 

Le premier Chapitre de ce Mémoire est consacré à l'établissement 
d’une formule fondamentale et à la démonstration directe du théorème 
général de M. Picard. Je montre que, si F(z) ne prend pas la valeur o, 
les équations F(z) = a ont dans le cercle |s|Sr un nombre n(r, a) de 
zéros supérieur au logarithme de M(r) maximum du module de F(z), 
sauf peut-étre pour certains r. 

Dans le second Chapitre, j’étudie à un point de vue analogue le 
théorème de M. Borel, pour des raisons de brièveté j'utilise dans cette 
étude les résultats de M. Blumenthal, bien qu’ils ne cadrent pas par- 
faitement avec la méthode employée. Je signalerai le résultat suivant : 
si F(z) est régulière relativement à l’ordre (7), et si le nombre des 
zeros est d’ evan inférieur, le nombre des zéros de F(z) — a, n(r, a), 
est égal à r?""*"”, et il existe des amas de zéros dont le nombre est 
de cet ordre dans le voisinage des valeurs de z pour lesquelles 


|F(s)|=M(r). 


(1) Voir le Livre de M. Buumenruat : Principes de la théorie des fonctions entières 
d'ordre infini. 


(?) Les théorèmes généraux de M. Borel dans la théorie des fonctions entières 
(Annales de l'École Normale, 1920). 
(3) Comptes rendus, t. 170, p. 167. 


mm unit 
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La troisième Partie est relative au cas des fonctions G(z) holo- 


morphes dans un cercle |z|<1 et qui sont d'ordre infini positif dans 
ce Lee en ce sens que 


logs| G(z) | 
—log(1—r) 


ne tend pas vers zéro. Je montre que le nombre n(r, a) des zéros 
de G(z) — a est aussi tel que 


lim logn(r, a) 


r=1— log(1—r) er 


sauf peut-étre pour une valeur a. En outre, lorsque la limite infé- 
rieure du rapport précédent est supérieure à 1 et que G(s) est à crois- 
sance régulière, le nombre des zéros est encore connu dans les mêmes 
conditions que ci-dessus. Dans le cas général, pour obtenir un résultat 
précis, il faut introduire une majorante convenable du module maxi- 
mum; j'ai obtenu le résultat suivant, que j'énonce pour une fonction 
holomorphe dans un angle: ' 
Si la fonction F(:) est holomorphe dans l’angle A, 


= JP 5 (se rett), 


et si, dans un angle A’, — 5"£2£0", a’ <o, intérieur à A, elle est 
d'ordre infini positif, on peut construire une majorante crois- 
sante e*” du module maximum de F(s) pour |s|=r, — o’SoSo’'; 
l’ordre p(r) des zéros de F(z) — a intérieurs à A ne peut vérifier 


i inégalité 
rey pr K) (y>0;K>0) 


que pour une seule valeur a. 

Ces résultats s’étendent-ils à toutes les fonctions d’ordre infini? 
Comment se modifient-ils dans le cas de l’ordre fini? La méthode 
exposée ici ne semble pas permettre de répondre a ces questions, 
mais elle a l’avantage de mettre en évidence, d’une façon très nette 
et tres directe, la iain profonde entre la croissance du module et 
la position des zéros, c’est pourquoi j'ai cru utile de la développer 
avec quelques détails ('). 


ee eee es 


(1) J'ai donné des indications sur la méthode et les résultats dans une Communication 
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I. — Le théorème de M. Picard. 


I. Les démonstrations du Mémoire précédent (Annales de l'École 
Normale, 1920; je désignerai dorénavant ce Mémoire par V) repo- 
saient sur les inégalités (5) et (6) (V, p. 228) et (19) (V, p. 242), 
c'est-à-dire sur l'expression de la valeur approchée de la fonction 
entière f(z) sur un arc de cercle || —r entourant les points en 
lesquels le module de la fonction est voisin de son maximum M(r). 
Je généraliserai d’abord ces égalités en donnant des expressions 
valables non plus seulement sur un arc, mais dans tout un domaine 
entourant le point z,. 

Les nombres z et 3, étant quelconques et 7 un entier positif, on 
peut écrire 

f(z) calories sy c sr)" (2) Ye oytP 2) 


p=-n 7 


nous poserons, g étant un entier positif fixe; 


FAN 3— 30 \P 3 —% 
—} =|1+ SEP Hi 
30 30 


30 
+ PP mme ee) EE) R 3—3% 
q! 30 ( 30 AE TE 


ce qui permet de mettre l'égalité précédente sous la forme 


Zo 
ra 81 (4) +... 


w) s2)=(2)"[ sen + 2 | 
+ (=) eco + (2) oc, |. 


Les fonctions g,(z,), ..., g,(%) peuvent s’exprimer en fonction 
de 3,, n et de f(z,) et de ses g premières dérivées, mais leur valeur 


ee 


au Congrés de Strasbourg. La méthode de M. Borel montre que les propriétés relatives 
aux modules des zéros se conservent pour toutes les fonctions d'ordre infini. 


sim tie dut 


RECHERCHES SUR LE THEOREME DE M. PICARD. 393 


ne sera pas utilisée dans la suite; on a, d’autre part, 


ES 2) = Levens PR, ( +) 


Nous allons chercher une limite supérieure du module de cette 
quantité. Si nous supposons que le nombre ¢ a un module moindre 


I . 
que =» la formule du binome donne 


pee Wie DestP=st) DEDe ee et) 
Bee oe ca ean ent Eure ae oe 


si p est positif, le second membre, qui est limité, est majoré lorsqu’on 
y remplace ¢ par son module et a un module moindre, en vertu de la 
formule de Taylor limitée, que 


Pip ER le PPT ES 


(94-1)! 
À p est négatif, on majore en remplaçant ¢ par —|¢| et l’on 
obtient 
|R,(e)| < P(p it q) (x—| 0 ])P-2-4. 


Nous avons donc 
[w(z, So) | <(U, + U,)A, 
g+1 
Fr 
= soit inférieur à = et U, et U, étant 


A étant un nombre fixe, ne dépendant que de g et moindre que ——— 


pourvu que le module de v = 2 
définis par les égalités 


P= eo 
D, CPS ET LE Case (5 
p=0 
p=0 

=D lence lai? le tt — fe}. 
p=-nr 


Soit R une valeur ordinaire de f(z) relativement à la fonction de — 
comparaison d'indice « (V, p. 226), 

Pai ya 2er" pt) 

Ann. Ee, Norm., (3), XXXVIIL. — DécemBne 1021. 
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et supposons que l’on ait 


|| <R(1+0), 


§ étant un nombre positif dont la valeur sera choisie ultérieurement. 
Prenons pour n le rang n(R) du terme maximum de f(z) pour la 
valeur ordinaire R, nous aurons, m(R) désignant le module du terme 


maximum (V, n° 1), 


p=2 


(2) U,<(1 +9)" m(R) = pi} (1+.0)? (1+ ||)? eimennns (2)! 


p=0 
la relation entre n = n(R) et à étant toujours que 7 est l’un des deux 


entiers encadrant la racine de l’équation en x, 


az*—! = log CR): 


La série qui figure au second membre de l’inégalité (2) se traite 
comme dans le premier Mémoire (V, n° 3), le rapport des termes de 


rang = +tetn,+7 est ici un peu différent, on a 


logp:=(g +1) log2 


Seg Suche or HF oat od) LED 


ah 


A % 

n, étant la partie entiére de Bn ?, il suffit que l’on ait, en outre, 
no<B,, n2| | <B:, 

B, et B, étant des nombres fixes, pour que, par un choix convenable 

de B, logp; soit encore moindre que —1. On aura, alors (V, p. 227), 


€ 
e—1 


U, <(1+ 0)" m(R) 


n{*(1+ 6)" (1+ |] ¢])™ 
<Cm(R) (1+ 8)" a+ (5) 


C étant un nombre fixe facile à calculer. On aura une inégalité 
analogue pour U,, et en groupant ces deux résultats, on obtient, 
en particulier, la proposition suivante, que j’utiliserai seule dans la 


EE cm 
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suite : 


I. Le module du reste 4(3, 2,) de la formule (1) est moindre que 
(3) DM(R) 75), 


pourvu que le module de z, soit inférieur à (x — =) R et que 


a 
(4) |z—2,|<|3)|D'n? ?, 


. D, D’, D” sont des constantes absolues, indépendantes des diverses 
variables, R est une valeur ordinaire quelconque relative à la fonction 
de comparaison d'indice «(o<a<1), n=n(R), et M(R) est le 
maximum du module de f(s) qu’on sait être supérieur à m(R). 


2. Nous poserons, dorénavant, 


p= 12 (: he 2). 
gra 2 

' Le nombre « est un nombre quelconque compris entre o et 1, mais 

nous supposerons que l’entier g a été pris assez grand pour que 6 soit 

inférieur à 1 E = 202) |. Nous désignerons alors par 8’ un nombre 

fixe choisi une fois pour toutes entre 8 et 1. 

En donnant à = des valeurs particulières et en utilisant la propo- 
sition I, nous obtiendrons des limites supérieures pour les fonc- 
tions g;(z). Prenons q valeurs de z de même module |2| = |s,|=7, 
et telles que 

sa 1=ls Dont (A=1, 2, ++, 9), 


nous obtenons, en écrivant l'égalité (1) pour ces q valeurs et en résol- 
vant par rapport aux g;, 
(9) | $:(40) 278 <KM(R) + 2M(r9), 


K étant une constante et les inégalités ayant lieu a partir d’une valeur 
de R (‘). 
a“ 


(1) Dans tout ce qui suit, je désignerai par K tout nombre positif fixe. 


26 
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Nous allons déduire d’abord de ces inégalités (5) que, pour r, 
compris entre R et R(1 + °), le rapport de M{r,) à M(R) reste borné 
(inférieur à une constante K). Supposons, en effet, que z, soit le point 
de la circonférence |:|—r, pour lequel |{(2)|=M(r,), et appli- 
quons la formule (1) en y prenant 3 = eo nous obtenons, eu égard 


aux inégalités (5) et a la proposition I, 


We) 


K étant inférieur à 3e pourvu que 7, c'est-à-dire R, soit assez grand. 
La propriété à démontrer en résulte a fortiori. 
Supposons, maintenant, que z, soit un nombre quelconque de 


module inférieur à (1 + = )R, les inégalités (5) donnent, en tenant 


2 


> (RY Mr) > EM, 


compte de la remarque précédente, 
| g:(s1) |< KM(R)n‘8, 


Ces inégalités, jointes à la proposition I, conduisent immédiatement, 
par l'application de l'égalité (1), à la proposition suivante, qui servira 
de base à tout ce qui suit : 


| II. Soit R une valeur ordinaire de f(z), 3 un nombre de module R 
tel que l’on ait 


(6) [f(s)1> MR) * (B<B'<1), 
et soit D. le domaine du plan = = re? défini par les inégalités 


D' D' I I 
R <p<R = = << Do + —- 
(1 =) srs (1+ ), % nei =* = Po np 


nr nr 
Dans le domaine D. la fonction f(s) jouit des propriétés suivantes : 


6 . I 
1° Le module reste compris entre je f (5) et K f(2,); 


2° Si = et 3, sont deux points quelconques intérieurs au domaine, 
ona 


(7) f(2)=(2)" flayt+nls, 2)] 


3: 
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avec Sté 
B—B: 
[n(z, )| <Kn ? ; 


3° Si 2 el 3, sont intérieurs au domaine et tels que 


e(R) 


8 = ee ne 
(8) [2 ARR) 


: (R) étant une fonction de R qui tend vers zéro lorsque R croît indéfini- 
ment, ona 


(9) f(s) = (2) sey + nls, 40 


avec 
[n(z,)| <Ke(R). 


3. Je ferai quelques remarques au sujet des valeurs ordinaires qui 
s’introduisent dans ces énoncés. On sait que R étant valeur ordinaire, 
il existe une autre valeur ordinaire dans l'intervalle R, R(1 + n*-'), 
a étant l'indice de la fonction de comparaison. En prenant pour « une 
valeur toujours fixe mais très petite, la longueur des intervalles excep- 


4 ae 3 ur JUS CARE : 
tionnels est réduite; mais, comme f est supérieur à 1 — =; l’ampli- 
tude de variation de 9, c’est-à-dire la largeur du domaine D, diminue; 


or, il importe pour la suite que 8’ soit moindre que 1. On ne peut donc 
‘ essayer de prendre pour fonction de comparaison une fonction 


F (uw). = ein) yr 


qui serait d’ordre nul, c’est-a-dire telle que 


log# (n) iat 


bee logn 
C’est pourquoi je me suis borné à considérer les fonctions ,(u). 
Je supposerai toujours dans la suite que les valeurs ordinaires sont 
celles d’indice «, très petit, mais certaines de ces valeurs pourront 
être encore ordinaires lorsqu'on augmente «; en vertu de la proposi- 


tion suivante : 


Ill. Si R est valeur ordinaire d'indice «, elle l'est aussi d'in- 


dice a, << a. 
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En se reportant au premier Mémoire (V, n° 2), on voit que, pour 
démontrer cette proposition, il suffit d'établir qu'étant donnée une 
fonction ,(u), toute valeur de w est ordinaire lorsqu'on prend pour 
fonction de comparaison une fonction de même forme mais d’in- 
dice x, <«. Tout revient donc à montrer qu’à toute valeur u on peut 
faire correspondre des nombres # et /(/>1) tels que 


n%+ nlogu £n%+ nlog(ul) + logé. 


l'égalité ayant lieu pour une valeur de zn. Or, si l’on considère la fonc- 
tion 

U(x) = 2% — xt + x logl + logk 
et ses dérivées 


VY (a) =a) 2%-! — axt1+ logl, 
d'(x)= w-*[(1— &) ee*— (1 — ay) Hye J, 


on voit que (a) est positif pour æ supérieur à 1, Ÿ’(r) est négatif 
si logd< a — «,, tandis que Ÿ’(+ +) est positif, donc }(a) décroit 
d’abord lorsque x croit de 1 jusqu’à une valeur x(Z) puis croit; il 
suffit donc de prendre pour logs le plus grand des deux nombres 


—p) E[2(?)] f, —WlELar(/)] +1 


[E(x) désignant la partie entière de x] pour que toutes les conditions 
soient réalisées. 

Il résulte de cette proposition que, R étant valeur ordinaire pour une 
valeur & = a, il existe un nombre x(R) tel que R est ordinaire pour « 
compris entre x, et «(R), mais ne l’est plus pour « supérieur à a(R); 
ce nombre «(R) peut d’ailleurs être égal à 1. Il sera loisible, dans 
l'application de la propriété Il, de supposer que « est aussi voisin que 
l’on veut de a(R). 


4. Pour démontrer le théorème de M. Picard, je considérerai d’abord 
le cas le plus simple des fonctions entières et j'étudierai une équation 
de la forme 


(10) ef (2) — a, 


où f(s) est une fonction entière (et non pas un polynome) et a une 
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constante dont je supposerai le module compris entre x et A, A étant 


un nombre fixe supérieur à 1 et d’ailleurs quelconque. Nous allons 
montrer que l'équation (10) possède, dans tout domaine D défini dans 
la proposition II, un nombre de solutions supérieur à M(R). 
Supposons que 3 est dans un tel domaine; désignons par 27 celui 
des arguments de a qui est compris entre o et 27, et par q un entier 
quelconque, positif, négatif ou nul; l’équation Cb) peut s’écrire 


(rir) LS f(s) =logla|+ 2ir(0+ 9), 


et, si g ayant une valeur bien déterminée, cette équation (11) possède 
un certain nombre de racines dans un domaine A, l'équation (10) aura 
au moins autant de racines dans ce domaine A. 

L'égalité (7) montre que, sur tout arc de circonférence | z| = const. 
intérieur au domaine D,, l’argument de f(z), qui est continu, varie de 


plus de n‘-*’; il y a donc sur cet arc plus de gai points z, en les- 


quels f(z) est imaginaire purée. Désignons par 277Q une telle valeur 
J(4,); nous avons, ee la Sedo biped II, 


B-B, 
-{Q|>KM(R)n-2- 2, 


Soit Q, le plus grand entier inférieur à Q — 6; prenons g = Q, et écri- 
vons l'équation (11) sous la forme 


9(2) + H(z) = 0 
avec ; ; 


(s) =2nQ pi relais Rare 15 Qu 
wa=ste—(Z) Harn 


n étant toujours le nombre n(R) introduit dans la proposition I. La 
fonction 9(2) s’annule pour 
; 1 + aër(0 + Fr 
rs, [s+ ale! aint ee Q | 


ou 


| log|a| + 2x0 h 
aoe [see + or | ([A|<K, |&|<»). 


Zee 
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L'équation o(z)}—o a donc, pourvu que R soit supérieur à un 
nombre K, une racine au moins dans le cercle C., d’équation 

Oe 4 + loglal+ 2éx6, Ad elt 

Sta ae 2inQn 11 Gn’ 
y étant un nombre positif et æ prenant les valeurs entre o et 27. Or, 
sur la circonférence de ce cercle, nous avons 


log| a|+ 2ir6, 


o(2)=2inQ | 1+ + ele ere à D] los! a] — aim.) 
| (AI <K) 
ou 


9(s) = 2ir7y e+ 2inh os 


et, par suite, |o(z)| est supérieur à wy pourvu que R soit supérieur 
a K. Mais, d’autre part, 1 nous avons sur cette circonférence 


K 
|e al<Kl alga < ree err: 


M(R)n = 


et l’exposant de n, dans cette inégalité, étant supérieur a B, l’inéga- 
lité (8) est vérifiée, done aussi (9), le module de (3) est inférieur 
à ty, pourvu que R soit assez grand. On a ainsi 


gt) — 
TOR 


sur la circonférence C, ; d’après un théorème bien connu, les équa- 

tions g(:)—oet(11)0ntle mème nombre de zéros dans le cercle, ce 

qui montre que l'équation (10) a au moins un zéro dans le cercle C,. 
La plus grande distance du point z, au cercle C,, est moindre que 


logA +2n+ 37 logA + 27 +37 
CRT LOL LR PAC Td ai 
nAGOT 8 ane), M 


si nous traçons dans le domaine D, les arcs de cercle 


J}s|=R+2AA [a= a1, ce, É(D z= —1)], 


2n A 


I . 
sur chacun de ces arcs se trouvent 3 n'-* points 3, auxquels nous 
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pouvons appliquer le raisonnement précédent; les cercles de rayon A 
ayant ces points pour centres ne se coupent pas, car la distance de 
deux points s, situés sur un même arc de cercle est-supérieure à A, 


d’après l'égalité (7). Nous obtenons donc notamment le résultat sui- 
vant : 


IV. L'équation (10) posséde certainement Kn'-*'| f(<,)| séros dans 
tout domaine D. tel que R>K; K étant une constante indépendante 
de R, ces zéros, connus très exactement par leur module et leur argument, 
forment sensiblement un quadrillage curviligne. 


Le nombre des zéros ainsi mis en évidence est a fortiori supérieur à 


LEE A 


Ka + M(R) 


d’après l'hypothèse (6), et l’exposant de m dans cette expression est 

positif, ce qui justifie le résultat annoncé tout d’abord : dans le 

domaine D,,, ul y a plus de M(R) zeros de l'équation (10) pourvu 

que R>R(a). En particulier, dans le domaine D. telque|f(z)| =M(R), 
l'équation (10) possède plus de KM(R)n'-*’ zéros. 

' On peut remarquer que l'équation ?(z:)=o n’a effectivement 

qu’une seule racine dans le cercle C, et en a une et une seule dans les 


: 3 . Bye : 27 
cercles qui se déduisent de celui-là par des rotations de = autour de 


l’origine; on voit aussi la modification qu’entrainerait le remplacement 
de Q, par Q, +1 dans cette équation, et l’on obtient sans peine tous les 
zéros de l’équation (10) situés dans le domaine D et correspondant à 
une valeur fixe de a. J’ai préféré énoncer une proposition moins pré- 
cise, mais relative aux zéros de toutes les équations (10) pour les- 


quelles a prend des valeurs dont le module reste compris entre 7 et A. 


Chaque cercle C,, contient un zéro de l'une quelconque de ces équa- 
tions. 


5. D'après ce qui a été rappelé au n° 3 relativement à la densité des 
valeurs ordinaires, on voit bien ce qu’apprend la proposition IV au 
sujet des zéros de l'équation (10); si l’on excepté les intervalles excep- 
tionnels dans lesquels 1a variation totale de logr pour r>R est 
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moindre que n*-', pour toute valeur R il y a au moins un domaine D, 
tel que | /(z,)| =M(R), et, dansle cercle |=|<R, il y au moins MCR) 


zéros de (10). 
Ce résultat peut être présenté d’une façon mettant bien nettement 


en évidence la densité des zéros de l'équation (10). dont on a obtenu 
une valeur approchée. Désignons par P(z) une fonction entière quel- 
conque admettant ces zéros et ceux-là seulement et prenant la valeur 1 
à l'origine ; soit r, le module du n*™* de ces zéros supposés rangés par 
ordre de modules non décroissants, et soit M,(r) le maximum du 
module de P(z) pour |z| =». D'après le théorème de M. Jensen, nous © 
avons, quels que soient N et 7, 


rx r\* 
Mi) es, (=) : 


TN 


Prenons pour r une valeur ordinaire R et pour 7, le plus grand des r, 
AY: 7 


inférieurs à R (: — 7) sera supérieur à KM(R}n'-f" et, par suite, 
logM,(R)>KM(R}n-f. 


Mais, pour une valeur ordinaire R, M(R) est supérieur à m(R), quiest 
égal au terme maximum de la fonction majorarite «fa (7) (V, p. 225), 
et, a fortiori, puisque # est supérieur à 1, est supérieur au terme 
maximum de $, (; 1) dont le logarithme (V, p. 240) est égal à Kn*. 
Nous avons donc 


(12) n*< K logM(R) 


et, par suite, 
logM,(R) > KM(R) [logM(R)]-¥ (2 x Ê) | 


En particulier, si l'on forme avec les zéros décelés par la méthode 
un produit canonique P(s)(‘), on voit que l’ordre de grandeur de ce 
produit pour les valeurs ordinaires R est très voisin de celui de |e“*|. 
Le résultat contenu dans l'inégalité précédente est d’ailleurs beaucoup 
mme SO BOEHEDS F SPOU SE GOD Tene 

(*) Ce produit canonique est d'ordre infini, sa définition exacte importe peu ici. 
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plus précis que ceux que l’on obtient par l'application des méthodes 
ordinaires de la théorie des fonctions entières. 

On peut donner à ce résultat concernant les modules des zéros une 
forme différente indépendante de toute théorie des produits cano- 
niques; si l'on désigne par N(r) le nombre exact des zéros de l’équa- 
tion (10) contenus dans le cercle |z| — 7, on a, pour toute valeur ordi- 
naire R, 


M(R) [logM(R)}1— Ky < fl N(x) <M(R)-+ Ky. 


Il est d’ailleurs clair que le principal intérêt de la méthode précédente 
est de donner des renseignements sur les arguments des zéros; mais il 
est important de constater dès le début que ceux des zéros pour les- 
quels on posséde ces renseignements, bien qu’ils puissent étre infini- 
ment peu nombreux par rapport au nombre total des zéros, le sont 
cependant assez pour caractériser la fonction. 


6. L’étude de l’équation générale 


(13) ef (2)+74(5) gt — 


’ 


ou 7 est un entier positif ou négatif, /(z) une vraie fonction entière, 
et y (z) une fonction holomorphe à l'infini qu'il est loisible de sup- 
poser de la forme 


LES ++, 
ne présente pas de difficultés supplémentaires. Sur tout arc de 
cercle |z|= const. intérieur à un domaine D,,, nous aurons encore 
Kn'-* points en lesquels f(z,)+7Tlogz, a une valeur imaginaire 
pure 277Q’ (nous prenons par exemple, pour logz, la détermination 
telle que la partie imaginaire de 7 logs, soit comprise entre o et 2177). 
Nous serons ramenés à résoudre l'équation 


ns: (2) +H(s)=0 
avec 


pa) = ($) ano" logla|—2in(9+Q') [Q,=E(Q'—9)], 


we= [re (2) sen] +20) ++ [os 2)" toga]. 
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L’équation 9(z) = o est la même qu’au n°4. Q’ vérifie en effet la même 
inégalité que Q puisque log, est infiniment petit par appart à |f(z)| 


B- Br 
lice, )| est supérieur à KM(R)n = ? , donc a [M(R)É, d’après l’iné- 


lité (12). Dans un cercle C,, analogue à celui considéré au n° 4, 9(3) 
s‘annule une fois et, sur la circonférence, son module est supérieur 
à wy. Sur cette circonférence, les deux premiers termes de }(s) sont 


infintment petits avec R et le troisième qui s’écrit 


et tend aussi vers zéro avec iz 

Rien n’est donc changé à la fin du raisonnement du n° 4, sauf les 
valeurs exactes des constantes, et tout ce qui a été dit des zéros de 
l'équation (10) s'applique entièrement à ceux de l'équation (13). 


7. Pour achever de démontrer le théorème général de M. Picard, il 
reste à examiner le cas des équations (13) lorsque f(z) y est remplacé 
par un polynome Q(s). Cette étude est bien facile et n’est sans doute 
pas nouvelle; je me bornerai à indiquer rapidement comment on 1 peut 
conduire la démonstration d’une façon tout analogue à celle du n° 6, 
car j'aurai à utiliser certains des résultats intermédiaires dans la suite. 
Je désignerai par g le degré de Q(z) et par A, le module du coefficient 


de 3*. Quels que soient = et s,, on a, pourvu que |: —:,| < 2150, 


Q(2)= (2) O(a) +0 


Rte (MEN 


K étant une constante ne dépendant que des coefficients de Q(z). Il n'y - 
a plus ici de valeurs exceptionnelles, sur tout cercle |[2|= 7 existent 
q points 3, qui sont sensiblement les sommets d’un polynome régulier, 


en lesquels 
. Q(s,;)+ 7 logs, 
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est imaginaire pure et égale à 277Q’, le module de Q’ étant supé- 


rieur à 


Ayr? : : 
3 Sir>K. On sera ramené, pour trouver des racines de 


l'équation (13), à résoudre l'équation (14) du n° 6, @(z) et d(z) 
ayant exactement les mêmes valeurs. Cette équation (14) possède un 
zéro dans chacun des q cercles ayant pour centres les g points associés 


aux 3,, 
?  log|a| + 2i2(6 + Q, — Q’ 
“sal og|a| ee a 


‘et pour rayon commun —#— TOT" - On peut donner, en particulier à r, les 


valeurs 
1 
bm\4 
Rn = (5) (o> 27), 
0 / 


m prenant la suite des valeurs entières à partir d’une valeur m,, 
prendre sur chaque cercle | z| = R,, les g points z,, en lesquels 


Q(z) + tlogs 


devient RBUAre pure, puis de chaque point 3} associé, décrire le 


cercle de rayon y étant suffisamment petit; chacun de ces cercles 


Re Re’ 
contiendra un zéro de I’ équation (13). 

On connaît donc encore ici, d’une façon très précise, les modules 
et arguments de certains zéros de l'équation (13); on pourrait pré- 
ciser beaucoup ce résultat, mais il nous suffira d’avoir montré l’exis- 
tence de q files de zéros, le nombre total des zéros décelés dans un 


cercle |=|£r étant égal, à un facteur fini près, au maximum du module 


de Q(s). 


8. En résumé, nous avons trouvé que, dans tous les cas, toute 
équation (13) possède des zéros dans des régions que l’on peut définir 
à l’aide des valeurs ordinaires R de la fonction entière /(s) [si f(z) 
est un polynome, toute valeur est ordinaire], ces régions entourent 
les points z, en lesquels f(z) est imaginaire pure et a un module 
suffisamment voisin du module maximum. Le nombre des zéros mis 
en évidence pour ||Sr est supérieur à KM(R). En d’autres termes, 
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si F(z) est holomorphe à l'extérieur d’un cercle |:| =K, et admet, 
effectivement, le point à l'infini pour point essentiel, et, si l'an désigne 
par e#” le maximum du module de cette fonction pour |s|=7 
[.(r) est une fonction croissante à partir d’une certaine valeur de r], 
le théorème général de M. Picard peut s’énoncer de la façon suivante : 
si parmi les fonctions F(z) — a se trouve une fonction ne possédant pas 
de séro (par exemple celle correspondant à a — 0), toutes les autres 
fonctions ont certainement une infinité de zeros dont on connaît des pro- 
priétés communes, notamment les suivantes : le nombre n(r, a) des 
zéros de module inférieur, ou égal à r, est tel que 


il y a des amas de zéros [en nombre supérieur à 4(r)] dans une suite 
de régions dans lesquelles le module de F(z) a à la fois des valeurs de 
l’ordre de e*"? et de l’ordre de e-K°. 

Ces fonctions F(z), qui ne prennent pas une valeur, o par exemple, 
sont exceptionnelles [car, d’après ce qui précède, parmi les fonc- 
tions F(z) + bz, où b est quelconque, il y en a au plus une ne prenant 
pas une infinité de fois toute valeur|; il y a donc lieu de chercher 
dans quelle mesure les propriétés communes des zéros des fonc- 
- tions F(z) — a se conservent lorsque, quel que soit a, ces fonctions 
ont une infinité de zéros. Nous allons d'abord considérer le cas où le 
nombre des zéros, bien qu’infini, est inférieur à la valeur normale 
trouvée dans le cas où F(z) est exceptionnelle; c’est le cas, encore 
exceptionnel, étudié par M. Borel. 


II. — Le théorème de M. Borel. 


9. Nous supposerons, d'abord, que F(z) est une fonction d’ ordre 
fini de la forme 
F(3) = e®*+x(2) st P(z), 


Q(s), x(z3) et t ayant les mêmes significations qu'au n° 7 et P(z) 
étant un produit canonique d'ordre fini au plus égal au degré q de Q(z) 
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et de genre moindre que q, 
TT. re \ ; nr LE | 
DOS NET loir 25 Gt éoqite ants dass 
| ; 


entier p est inférieur ou égal à g—1, ce qui exige que Ja 


FRS I e + 5 5 , : 
by ii —= © verge. d AT Pe > Tes ats Le 2 
érie ‘ F3 convergé. J’établirai le résultat suivant : 


VI. Si l’on a, à partir d'une valeur n, de n, 
_ (15) ri > n(logn) (cia), 


les équations F(z) == a, a0, admetient certainement g files de zéros 
voisins des valeurs de = rendant Q(s) imaginaire pure, 3éros connus 
d'une façon très précise par leur module et leur argument, et le nombre 
de ces séros dans un cercle | :|£r est égal à Kr?. 


La démonstration est basée sur les mêmes principes que celle 
du n° 7, mais on doit prendre des précautions à cause de l'existence 
possible de zéros de P(z) dans le voisinage des valeurs 3, considérées 
au n° 7, la présence de tels zéros ayant une influence sur la valeur 
de log| P(z)|. Il importe de ne considérer que les portions du plan 
des s extérieures à certaines aires entourant les zéros de P(z), le but 
à atteindre étant que, dans les régions conservées, logP(z) soit infini- 
ment petit par rapport à r? et varie infiniment peu dans les cercles 
tels que C,. On peut opérer de la facon suivante : 


Considérons la suite des circonférences ayant pour centre commun | 


l’origine et pour rayons 
1 
Riz [s(logs)" 7 ee OS don Sgt 1 sé) 


et appliquons aux couronnes successives ainsi formées et prises dans 
l'ordre où on les rencontre, en partant de l'origine, le procédé d’exclu- 
sion de M. Boutroux : # étant un entier, soit A, le domaine formé par 
les couronnes comprises entre les circonférences d'indices s = 2‘ 
et s = 2**?, dans ce domaine il y a moins de n°, = K2‘**k"~ zéros 
de P(z) alors qu'il y a 7><2* couronnes. Nous marquons toute couronne 
du domaine A, contenant 7 zéros de P(s) ainsi que les 7 précédentes 
et les j suivantes, si dans ces 27 +1 couronnes marquées se trouvent 
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J, nouveaux zéros de P(z), nous marquons encore les 7, couronnes pré- 
- cédentes et suivantes, et ainsi de suite [il est bien entendu que nous 
ne considérons que les zéros de P(z) intérieurs à A;]. Le nombre total 
des couronnes marquées est au plus égal à 3n,; entre les circonfé- 
rences de rang 2"*' et 2‘*?, il y a donc 2**'[1 + 6(&)] couronnes non 
marquées, ce seront les couronnes conservées ('). Si-z est un point d’une 
couronne conservée, la distance d du point z au zéro a, le plus proche 
est au moins égale à l'épaisseur minimum d’une couronne de 4;, donc 
est supérieure à Kr'-{(logr)", r étant toujours le module de z. 
Si nous prenons z dans une couronne conservée, nous avons (?) 


— Kr?7(logr)'-¢— nj, logs <log| P(s)|<Kr7(logr)'~, 
d’où, en tenant compte des valeurs de 7’, et d, 


op)\i-—e | Q(4;) | 
(16) | log] P(s)|| <Kr(logr) < Gogry=?? 
inégalité valable si s-et z, appartiennent à une même couronne 
conservée. 
D'autre part, la somme 


s' sa 
An) 3— 
étendue aux zéros de P(z) situés dans A; a un module inférieur à 
, « I 
Kr7-!(logr)-¢ 2 FRE Kr7—'(logr)— logs << Kr¢— (Jogr)'~", 
1 LE . 
nous avons donc, pour la dérivée logarithmique, 


p’ ; : 
rll <X(2) ata ce 


An 3 


5 — 


(1) le désigne’ ai par à ou (x) toute quantité tendant vers zéro lorsque la variable 
principale x tend vers sa limite. 
(2) Pour ces calculs et les précédents, voir la Thèse de M. Boutroux, p. 22 et 53. 
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N désignant.le nombre des zéros de module moindre que R,* et N’ 
celui des zéros de module moindre que R,##. Si, dans la seconde 
somme, on remplace l’exposant p +1 de l’un des. termes par p, 
c'est-à-dire si l’on fait passer un terme de la seconde somme dans la 
première, on augmente le second membre; il en est de même 
lorsqu'on remplace l’un des r, par une quantité moindre; on majore 
donc le second membre en le calculant comme si l'inégalité (15) était 
remplacée par une égalité, ce qui donne 


P (2) =< K rqa-i (log nya 5 
LU P(:) 
d’où 
3 — 3 Q(z ) ! 
(17) JHogP(2) — logP(z,)|<K HA LOC (c'>1), 


pourvu que 3 et z, appartiennent à une même couronne conservée. 

Il résulte des inégalités (16) et (17) que la méthode du n° 7 
s'applique, à partir de chaque circonférence R,, intérieure à une 
couronne conservée, d’une façon exacte, à toute circonférence telle 
queR,,_, et R,,,, soient aussi intérieurs à un intervalle conservéR'R,.. 
Ilya 

Ao ‘\e ; 
(+9) (logR;) (6> 2), 


circonférences R,, dans une couronne conservée, donc un nombre de 
. zéros égal au produit de ce nombre par q et ces zéros sont connus 
très exactement. Le nombre des zéros décelés dans un cercle de 
rayon r est donc 
Ao 
(1—8,) 54 ra, 


puisque les couronnes exclues sont infiniment peu nombreuses par 
rapport à celles qui sont conservées. 

Ainsi, lorsque F(s)est d'ordre entier get de genre g, l'inégalité (15) 
ne peut avoir lieu, à partir d’une valeur de x, que pour une seule 
valeur de a, par exemple a= 0; et, si elle a lieu, pour toutes les 
autres valeurs de a le rapport du nombre n(r,a) des zéros de 
module inférieur a7, à r? a ses limites d'indétermination { pour 7 = 20) 
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positives (nous avons trouvé que la limite inférieure est au 
« A 4 s 4 . . a. 

moins rs, d'après le théorème de Jensen la limite supérieure est 


moindre que egA,). On pourrait étendre ce résultat en remplaçant 


dans l'inégalité (15) (logn)* par logn(logn), (ce >1), et ainsi de 
suite, mais on ne peut remplacer dans cette inégalité c par un nombre 
inférieur à 1, car le maximum du module du produit canonique pour- 
ait alors être comparable à [2°]. Au point de vue de l’étude de la 
suite des zéros, le résultat obtenu est moins étendu que celui de 
M. Lindelôf mais la connaissance des zéros est plus complète (*). 
D'ailleurs, ici encore, les fonctions pour lesquelles existe une valeur 
exceptionnelle (a = 0) donnant l'inégalité (15) sont exceptionnelles ; 
on voit, en effet, que l’équation F(s) = /,(s), f,(s) étant une fonc- 
tion entière de genre g — 1 dont les zéros vérilient la condition (15), 


a aussi tous ses Zéros normaux, car la méthode précédente s'applique, 


sans modifications, à la fonction pay 
1 ~ 


10. Pour traiter les fonctions d’ordre infini, j'utiliserai les résultats 
de M. Blumenthal, moins précis que ceux de M. Denjoy, mais plus 
directement utilisables. Je rappellerai les suivants : 

(ne fonction type p(a) adjointe à un infiniment petit € ou e(x) 
est une fonction croissante satisfaisant à la condition de croissance 


typique 
si p(x’) <p(x)'** 


Si r, est le module du zéro de rang n d’une fonction entière, et si 
l’exposant de convergence de la suite r, est infini, on peut trouver une 
fonction type (adjointe à un infiniment petit convenablement choisi) 


eee 


(1) Annales de l'École Normale, 1905, p. 350. M. Lindelüf part aussi de l'hypothèse 
de l'existence d’une valeur exceptionnelle pour laquelle n(r, a) est inférieur à sa valeur 
normale. Lorsqu'on ne fait pas une telle supposition, il peut y avoir un ensemble non 
dénombrable de valeurs exceptionnelles (voir ma Note des Rendiconti di Palermo, 1918). 
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telle que l’on ait, quel que soit x, 


ns rb, 


l'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n; le produit 
infini 


P(s)=[]¢(2>m), Pn=E[p(rn)'***] 


est le produit canonique de M. Blumenthal, il est tel que 
log| P(z) |< rei (1), 
On a, d'autre part (Biumentuat, p. 63), 


log| P(z) | > — rer Jog] Px(z) | 


avec — 
N—1 N—1 


Log) = (2 ++) + Yog(1— 2) =s,+58,, 
: i n : nen i n 


ry étant le plus petit des r, supérieurs à r|: + ail 


En ne considérant que les valeurs r, supérieures à 1, ce qui est 
légitime, car cela revient à négliger un nombre fini de termes au 
début de P(z), ona 


a +...+ a (2)"| < (: ++ =) rte < (1+ log pa) rPn << rPalt+8(r)1 
P ñ Pn 


et, par suite, 
1S. | << CN — 1) 0D (rm yO, 
Or, d’après la définition de ry et la croissance typique de o(x), p(ry_1)° 
est inférieur a Ae le ce qui donne 


|S; | < ory +87, 


Par ailleurs, si l’on désigne par d la plus courte distance du point z 


() 2 ou s(x) désignera toujours l’infiniment petit déterminé qui s’introduit dans la 
définition de la fonction type. 
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aux Zéros 4, ona 


[Sa] <2(N —:) logs = rer ee 7 


d’ou, finalement, en tenant compte de la limite supérieure de P(s) 
donnée plus haut, 


A dr 
(18) [tog] PCI] < (1+ logy 2". 
Considérons maintenant la dérivée logarithmique 


P'{s}.12 . Es Pn i oor S/ 
P(z) 5 (=) TT AE Cu 


S' désignant la somme des N premiers termes, et S, le reste. D'après 
= paaiiltats connus (BLuMENTHAL, p. 60), nous ‘vous 


iSi|< eu) 2e _)"< 2 reiry he 


tandis que, d ayant la méme signification que ci-dessus, 


[Sil< NP») 2 +K< = eit, 


ce qui donne 


Les inégalités (18) et (19) sont d’ailleurs valables, même si l’ordre 
est fini [p(r) constant]. 

Pour abréger, je dirai que p(r) est un ordre du produit canonique 
et un ordre réel des zéros de ce produit. 


11. Considérons une équation de la forme F(s) = a avec 
(20) F(z) — ef (2)+X(2) gt P(s), 


f(s) étant une fonction entière et P(s) un produit canonique d’ordre 
fini ou infini. Soit toujours M(r) le maximum du module de /(s) et 
soit p(r) un ordre de + ), nous allons montrer que : 


VII. R étant une valeur CE SPL de f(z) et Y un nombre POT, fixe, 
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st l'inégalité 
(21) RPR — M(R) 


a lieu pour une valeur de R supérieure a R(y), l’équation F(s)=a 
a Kn'Ÿ MR) séros au moins dans le domaine D., correspondant a 


|so|=R et a | f(s,)| = MR). | 


Nous supposerons R(Y) assez He pour que les inégalités (18) 
et (19) soient vérifiées à partir de cette valeur et pour que la propo- 
sition II s'applique, et nous considérons un domaine D, correspondant 
‘à une valeur R=|z=,|>R(y). Le nombre N des zéros de P(z) contenus 
dans ce domaine est moindre qué 


‘ R'e M) [rer (ee): 
n 


or, R étant valeur ordinaire, M(R) est inférieur à R?” (V., p. 243); 
donc, d’après l'hypothèse (21), 27 est supérieur à e(R)'*7; ona 


R'<R [+ | 
PCR) 


et, en vertu de la croissance typique, 


[A 


N < Rew 


Si l’on trace dans le domaine D,, les arcs de cercle 


“Es A rere: 


le nombre de celles des couronnés ainsi formées qui contiennent des 


[2|=R+1— 4 


zéros de P(z) est infiniment petit (avec: à) par rapport au nombre 


total des couronnes, puisque, d’après les inégalités (6) et (12), 
| | (40) | > M(R) [logM(R)FY:. 


Si l'on exclut toute couronne contenant des zéros de P(z) ainsi que 
les deux couronnes adjacentes, et si l’on prend z dans une couronne 
conservée, le minimum de la distance de ce point aux zéros satisfait 
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aux inégalités 

~ n|f(zl nM(R)7 M(R)? 

l’inégalité (18) montre que l’on a | 
[log|P(:)1] < Ni lo8M(R) <[/(20) 


et l’on déduit de l'inégalité (19) que, 3 et 3, appartenant à une même 
couronne, ona | 


- - 
mk 


|10gP (2) — 108 P (41 <| [mised IN 


31 

La méthode du n° 6 s'applique dès lors sans modifications dans les 
couronnes conservées, et, eu égard à la densité de ces couronnes, on 
voit que le domaine D, contient, à un facteur près tendant vers 1, le 
même nombre de zéros que dans le cas où P(z) était remplacé par 1; 
en particulier, on a la proposition VII. | 


12. Nous allons déduire de la proposition VII un résultat tout ana- 
logue à celui obtenu par M. Lindelôf pour les fonctions d'ordre fini et 
que j'ai rappelé à la fin du n° 9. 

Considérons une fonction F(z) d'ordre apparent injini p(r) et régu- 
lière par rapport à cet ordre en ce sens que l’on a, quel-que soit r, 

log M, (7) = rewrite [ tim n( r) =] 
M, (r) étant le maximum du module de F(z) pour|s|—r. Supposons 


en outre que les zéros de cette fonction aient un ordre réel p,(r) véri- 
fiant, à partir d’une valeur r, la condition 


ai(r)*1<p(r), 


Y étant un nombre positif fixe. F(s) est donc de la forme (20), f(z) 
étant une fonction entière de module maximum M(r). Soit R une 
valeur ordinaire pour f(s); dans le domaine D,, qui est tel que 
f(5)=M(R), ona 

| f(z) =KM(R), 
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et dans les couronnes conservées de ce domaine lorsqu'on lui applique 
la méthode précédente, |!og| P(s)|| est infiniment peed par rapport 
à |f(z)|; on a donc 
‘ : M(R) =logM,(R)[1-+ 8(R)], 
et par suite | 
P(R)HAIR < an. 


La longueur des intervalles exceptionnels à partir de R est donc 


moindre que 
R 


RUE TR 


_et par suite, si R et R’ sont deux valeurs ordinaires extrémités gauche 
et droite d’un intervalle exceptionnel, nous avons, en vertu de la 
croissance typique, 


M (R’) La Rew) M(R) - Remi, 


le nombre des zéros décelés par la proposition VII dans le cercle de 


rayon r 
REr SR! 

est donc au moins égal a 
p(n) +8) 


On déduit de 1a, en tenant compte de la limite supérieure connue du 
nombre des zéros (Buu, p. 46), que : 


VIII. St la fonction F(z) est d’ordre apparent p(r), régulière par rap- 
port à p(r), et si l’ordre réel p,(r) des zéros est inférieur à l’ordre appa- 
rent en ce sens que 

pil?) pr} En (p> 0); 


toute fonction F(z) — a, a # 0, possède 


pe(ry tee) 


zéros dans un cercle de rayon r. 


L'existence de telles fonctions F(z) régulières par rapport à l'ordre 
résulte d’ailleurs des propositions relatives aux produits canoniques 


27% 
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et de l'existence de fonctions entières f(s ) pour lesquelles log M(7) 


est de la forme 
logr reryen (1), 


Comme dans le cas de l’ordre fini, de telles fonctions sont exception- 
nelles. 


13. D’une façon générale, la proposition VII entraine la consé- 
quence suivante : 


Si F(z) est donné par son développement de Laurent, si e¥”) est le 
maximum de son module pour |z| =r, et si l’on suppose r intérieur a Pun 
des intervalles 

Fag KR; (i> 15 Rpis > AR, pP=t!, 2, ds. 05 


< 


l’ordre p(r, a) des zéros de F(z) — a ne peut vérifier l'inégalité 
rper,a) it — u(r) (y >0) 
que pour une seule valeur de a. 


Car, si cette inégalité a lieu pour la valeur a = o par exemple, F(z) 
est de la forme (20); dans les intervalles considérés, M(r), maximum 
de f(s), est au moins égal à u(r), et à partir d’une valeur de p chaque 
intervalle contient au moins une valeur ordinaire: la POP VII 
s'applique donc. | 

La fonction u(r) est, à des termes nbdhtieatten près, le logerithine 
du module maximum d’une fonction entière ; son quotient par logr 


tend vers +, mais wee peut avoir une limite inférieure pour 


r=-+ » finie et même nulle (notons que, dans ce cas, il n'y a pas de 
valeur exceptionnelle au sens de M. Picard). Pour appliquer ce qui 
précède, il sera loisible de prendre pour R, les valeurs pour les- 


logp(r) 


quelles Pigg eet rapidement croissant. Le résultat pourra étre amé- 


lioré en tenant un compte plus exact de la longueur des intervalles 


EEE 


(1) Voir ma Thèse, p. 85. 
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exceptionnels, il suffira de prendre des intervalles R,R, tels que 


j | logR Aes 
R= LE 2h 
pith: 
k étant un nombre fixe inférieur à 1, pour que la conclusion reste 
exacte. L'intérêt de ce genre de résultat est d’être indépendant de 
toute théorie de la croissance des fonctions u(r). 

Pour éliminer systématiquement les intervalles dans lesquels u(r) 
n’est pas suffisamment croissant, il faut majorer cette fonction d’une 
façon convenable de manière à respecter une infinité d’intervalles ordi- 
"naires. Nous allons voir d’abord comment on peut majorer, en se pla- 
cant à ce point de vue, le module d’une fonction entière. 

Si l’on se reporte au n° 1 du Mémoire précédent (V., p.221), on voit 
que, quel que soit r, valeur ordinaire ou exceptionnelle, il existe tou- 
jours deux nombres k et / tels que f(z) soit majoré par la fonc- 


. as . . i eo . 
tion 4$ (3) » un coefficient au moins d’une même puissance de r ayant 


le méme module dans les deux fonctions. Lorsque r parcourt un inter- 
valle exceptionnel R, R’ (les extrémités R, R’ sont des valeurs ordi- 


naires ), les valeurs # et / restent les mêmes, f(z) et £F (7) ont deux 


coefficients au moins de mémes modules, mais le terme maximum de 
la seconde fonction est supérieur a celui de la premiére. Si nous 


posons 
Yn = keHi) En pour n(R)SnEn'(R’), 


la fonction entiére 


Dito) pt Ynr° 


majore f(z) ainsi que toutes les fonctions #$ (5) adjointes et a méme 


‘terme maximum que f(z) lorsque r est valeur ordinaire, et cette fonc- 
tion n’a pas d’intervalles exceptionnels relatifs à $(r).J'omets la démon- 
stration de ces propositions qui apparaissent comme intuitives lors- 
qu'on figure les polygones x correspondants. En particulier, à partir 
de la fonction de comparaison d’indice « utilisée jusqu’ici, on définira 
une majorante U,(7) que j’appellerai mayorante d'indice «. D’après la 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXVI. — DÉCEMBRE 1921. 53 
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proposition III, la majorante d'indice x majore celle d’indices 
moindres ; la croissance de la majorante d'indice x est d'autant plus 
régulière que « est plus grand ('). 

La croissance de U,(r) satisfait à une condition que l’on obtient 
facilement en considérant le terme maximum m,(7r) dont le loga- 
rithme ¢(7) est asymptotiquement égal à celui de U,(r) (V:, p.240); 
o(r) est une fonction croissante et l’on a 

o(r)=k+nt+n log (7) (k = logk), 
n étant la partie entière ou la partie entière augmentée de 1 de la 
racine de l'équation obtenue en écrivant que le second membre de 
l'égalité est maximum, d’où 
a 
e(r) =k 4+ (1—a) [14+ d(r)]at*= Kk + rd eso: fonts mater 


AT Er 
(log) 


r . Lis 
Pour r <7’ < 7 #(r') cst encore inférieur au second membre de cette 


ry 


égalité; on peut prendre pour 7’ la valeur 


ca 


/ l\ =a 
log — 
r=r(i+ 2 <r) Pres 5 
e(r)° fb À 


ca 
I— a 


pourvu que soit supérieur à 1, et l’on obtient ce résultat : 


St a’ est inférieur a, et si l’on pose 


Pr’ == r| t+ ime) oe zt 
ona 
logU,(r') < [1+ 0(r)] logU,(7r). 


C'est la condition de croissance introduite par M. Borel dans ses 


a —————_—_—_—]—_—_————————]—]—— 


(*) Bien que l'écart entre logM(r) et logU(r) soit très petit dans les intervalles ordi- 
naires, ce n’est pas la fonction U(r) qui majore le mieux M(r) en général; la comparaison 
à une simple progression arithmétique (Bore, Fonctions entières) conduit à des résultats 
meilleurs dans le cas de l’ordre fini (voir ma Thèse). 
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recherches (Acta mathematica, t. XX). Elle n’entraine pas toujours la 
croissance typique. Remarquons cependant que, lorsque M(r) satisfait 
a la condition 


re log. M(r) 


at (logr it > ° (y> 0), 


on déduit de l’application réitérée de l'inégalité précédente que l’on a 


l—a@ 
Ua(r')<Ua(r} & si eat aes ge | 
U(r) a 


LA 


On peut alors considérer une suite de nombres «, croissants et tendant 


: I—a@ : : 
vers 1, les valeurs correspondantes €, de ARE tendent vers zéro ; si 


R, est valeur ordinaire pour «,, on peut majorer M(R) par U, (r) 
entre R, et R,,,, et même construire une fonction entière dont les 
coefficients sont ceux de U, (r) lorsque n est compris entre n(R,) 
et r(R,.,); cette fonction sera à croissance typique, adjointe à l’infi- 
niment petit ¢,, et égale à M(r)'**”, sauf dans une suite d’intervalles 
dépendant du mode de décroissance de ¢,. 


14. La méthode de majoration précédente ne s’appliquerait qu’à 
une fonction entière, mais on peut la modifier pour la rendre générale. 
Soit encore M(r) le maximum du module de la fonction entière f(z), 
posons 


logM(r)= V(X), X = logr, log Fa (5) =v(p—X) (p =logl); 


on sait que V(X) est une fonction croissante lorsque X croît de — a 
à + 00. M. Blumenthal a en outre montré que cette fonction jouit des 
propriétés suivantes : il existe une suite de points igolés x,, æ,, ..., 
Tr ---, ayant pour seul point limite + 20, tels que, dans chaque inter- 
Ville rie, V(X) est analytique; de chaque côté de x,, V(X) admet 
un développement à la Puiseux ('). 

Nous allons régulariser V(x) en supprimant les régions où la crois- 


(1) BuumenrHaL, Sur le mode de croissance des fonctions entières (Bulletin de la 
Société mathématique, t. XXXV, p. 213). 
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sance moyenne est moins rapide que celle des fonctions U,(r), nous 
chercherons les courbes de la famille T° 


VU pl Kae) 


qui sont bitangentes à y= V(X). Par chaque point x d'un inter- 
valle x,, X,4, passe une courbe I tangente à y = V(X), 


y(@,X)=V(x)+0(a—X) —e(pe— 2) (V(x) =—0'(us—2)], 


la seconde équation déterminant bien w, puisque ¢’>o. La fonc- 
tion y(æ, X) est analytique en æ et X dans chaque intervalle x, 2,,, 
tel que x,., <u33 d'autre part, g(X)=y(x, X) — V(X) est positif à 
l'extérieur d’un certain intervalle æ,, 2,; dans cet intervalle, le 
nombre des zéros de 9(X) est fini et les trois cas suivants sont pos- 
sibles : 

1° Quel que soit X # x, o(X) est positif ; 

2° Il existe des X pour lesquels 9(X) <0; 

3° On a toujours 9(X)Z0, Pégalité ayant lieu en un point au moins 
distinct de x. 


On déduit de là que les points æ correspondant à l’une des deux 
premières hypothèses forment des intervalles en nombre fini pour 
x < K séparés par des points correspondant à la troisième hypothèse, 
et l’on arrive à cette conclusion : il existe une suite de points X,, X!, 
X,, Xj, .-., X,, X°, .… ayant pour seul point limite +, tels que, 
pour X,<«< X), y(x, X) est supérieur à V(X), sauf pour X =a, et 
que y(X),,X)= y(X,41, X)2 V(X). On peut d’ailleurs avoir X, =X’. 
Si nous prenons 


W(X) = V(X) at) ges OR, 
W(X)=y(XwX) si XYE@EXaas, 


la fonction e“®, qui est constamment supérieure ouégale à M(R), pos- 
sède les propriétés de croissance des fonctions U,(r). Si æ est 
valeur ordinaire d’indice « de f(s), on voit de suite que, si 
W(x)>V(x},ona 


W(z)—[1+0(2)] V(x) < o(p—X) — e(u—2)—o(p,—X)+e(p,—z) 
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pour X=X' et X—X,,,, et te second membre étant égal à 
(p— pi )(æ — X)v"(E), quantité négative pour l’un des deux nombres 
considérés, il faut que 


V(a2(>[1—d(2)] W(2). 


Pour toute valeur ordinaire, V(X) est supérieur à W(X)(1— 0), 
W(X) est donc égale à (1 — 6)logU,(r); je dirai encore que e™™ est 
une majorante d'indice «, bien que ce ne soit pas en général la valeur 
d’une fonction entière à coefficients positifs. 

D'une façon générale, si e*” est le module maximum d’une fonction 
F(z) développable en série de Laurent autour du point à l'infini, on 
peut étendre à p(r) les propriétés de logM(r) démontrées par 
M. Blumenthal, et si l’on pose 


logp(r) = Vi(X), © 


on peut, comme ci-dessus, construire une fonction W,(X) coincidant 
avec V,(X) dans une infinité d’intervalles dont les extrémités ont pour 
seul point limite + + (ces intervalles peuvent tous se réduire à des 
points), et supérieure à V,(X) dans les intervalles intermédiaires 
X”, X’.,, où elle est égale à 


Vi(Xn) + PB X)—9(pp— 2%) [Vi (X,) =— (pp — Xn). 


Je dirai encore que e,[W,(X)] est majorante d’indice « de F(z). 
En introduisant cette notion, nous déduisons de la i aint ole VII 


le résultat suivant : 


Soit F(z) une fonction développable en série de Laurent pour r>K, 
soit e,[W, (X)] la majorante a’indice « de cette fonction, st p(r,a) est 
un ordre des zéros de F(3) — a, l'inégalité 


p(r, a)'#Ylogr< Wi(logr) = (y> 0) 
ne peut étre vérifiée à partir d'une valeur de r que pour une seule 
valeur a. 


Supposons qu’u une telle valeur a existe, soit a= o, F(z) est de la 
forme (20). Soit X’,, X, un intervalle à l’intérieur duquel W,(X) est 
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| inférieur à à logu.(7); nous avons, en posant logM(r) = = v (x), 
V(Xn Je W,(X!) — en VX) > Wi(Xn) — 4, 


et, dans l’intervalle, W,(X) est de la forme A+v(p — X); on en 
déduit confme plus haut que, si æ est une valeur ordinaire de f(z) 
comprise entre X,et X,, V(x) est supérieur à W,(æ) — (x), on 
retombe sur la proposition VIT. 

On voit, sans qu’il soit nécessaire d’insister, le défaut de ce genre 
de proposition provenant de ce que la croissance des fonctions p(r) 
et W,(logr) peut ne pas être comparable et l'intérêt qu'il y aurait 
à baser une théorie des produits canoniques sur la considération de 
fonctions croissant à la façon des fonctions W(X). 


III. — Les zéros des fonctions d'ordre infini dans un angle. 

15. Nous venons de voir que lorsque les zéros d’une fonction F(z) 
développable en série de Laurent pour r>K n'ont pas une densité 
suffisante, ceux des fonctions F(z) — a forment certains amas dans le 
voisinage des valeurs 3, pour lesquelles le module atteint son maximum 


- (dans le cas de l’ordre infini). On est conduit à étudier un nouveau 


. cas exceptionnel (ou du moins qui peut sembler tel a priori), celui où, 
dans le voisinage de ces valeurs z,, la fonction F(=) ne posséderait 
pas de zéros, ou n’en posséderait pas assez, sans rien supposer sur les 
zéros situés dans le reste du plan. C'est cette étude que je vais 
amorcer ici, en commençant par le cas des fonctions d’ordre infini 
- dans un cercle. | 

_ J'utiliserai les résultats de la troisième Partie du Mémoire pré- 
cédent. Si l’on considère une série entière de rayon de conver- 


‘gence I 
&(s)=> ens", 


et si l’on suppose que le maximum M, (r) du module n ‘est pas d'ordre 
nul, c'est-à-dire que 
(a) 7 ‘logs M,(r): 


Pe 
r=1 —log(1 —r) The 70% 
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on voit, par l'application de procédés bien connus, que 


ESS 108: Cr a’ 


On peut donc appliquer la méthode de comparaison (V., n° 15) en 


she F x A HN A s a 5 As 
utilisant une fonction d'indice « inférieur à 73 Pour une infinité 


de valeurs r tendant vers 1, que j’appellerai valeurs remarquables, nous 
obtenons les mêmes résultats que pour les valeurs ordinaires des 
fonctions entières, et nous avons en particulier le résultat suivant : 


IX. Il existe une suite de valeurs remarquables r telles que, 3,= re 
étant une valeur de = pour laquelle |g(s)|=M,(r), dans tout le 
domaine A,, défini par les inégalités 


Does D' ro I 
(rss (en Po HERS POT EY 


on a 


e(z)= (5) sleyb+0(2)] [n(s) <Kn-6*] 
et M: 
ga (ie) g(&) + (2) 


st 

[2.511 <Ka 8 Mir), 
8, 8’, 8” étant des constantes inférieures à 1 dépendant de «, et n le rang 
du terme maximum. 


Pour ces valeurs remarquables, logM,(r) est asymptotiquement 
égal au logarithme du terme maximum de la majorante kg(rl) (ici 2 
est supérieur à 1); on a donc 

logM,(r)>k'+(x1—ô)(1—x)n® 


a 


a 
i—¢@ 


a—1 I 
= k'+ (18) C(log 5) >K(—) ; 


I 

r 
ce qui montre que M,(r) est nécessairement de forme exponentielle 
| lorsque r est valeur remarquable. Il en résulte que la méthode du n°6 
s’appliquera aux équations de la forme 


G(s) —a= ee) P(z)—-a=09, 
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où P(s) est un polynome dont les zéros sont intérieurs au cercle de 
rayon 1. La condition (22) relative à g(z) se transforme en une condi- 
tion pour le module maximum e* de G(z), car, en vertu de la propo- 
sition IX, l'égalité (22) est équivalente à celle obtenue en remplaçant 
M,(r) par le maximum de la partie réelle. Je dirai que les fonc- 
tions G(s) dont le module maximum vérifie la condition 


Tim los H(r) 


— log(i—r) ne 


(23) 
sont d’ordre infini positif, et le résultat précédent s’énonce alors sous 
cette forme : Si la fonction G(z) holomorphe dans le cercle de rayon 1 
est d'ordre infini positif, et si elle ne s'annule qu'un nombre fini de fois 
dans ce cercle, elle prend plus de u(r) fois toute valeur a dans chaque 
domaine A, . 

C’est un premier complément aux conséquences du théorème de 
M. Schottky. 


16. Considérons maintenant une fonction G(s) d'ordre infini positif 
dans le cercle de rayon t, et y prenant une infinité de fois toute valeur. 
Avec les zéros de G(z) on peut former un produit canonique en sui- 
vant une méthode de M. Picard (‘). Si les zéros sont rangés par ordre 
de modules croissants, si a, = r,e"*» est le ne zéro, on lui associe le 
point b, = e**, on construit la fonction type p(x) adjointe à un infi- 


niment petit e(æ) et à la suite des nombres — i le produit 


P,(s = 2) n=Efe(—) |] 


satisfait encore à l’inégalité 


148(r 
JiogiP.(2)1] < (1+ toe Jan pipes) Es 


d étant la plus courte distance du point z aux zéros et à la circonfé- 


LLL LLL 


(1) Voir le Traité d'Analyse de M. PICARD, t. I], 2° édition, p. 150. 
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rence de rayon 1. On a de même pour la dérivée logarithmique 


pe) (= Dn Put " sa : 148(r) 
= ET an) alk (+ 5)o-" (=) 


et ces inégalités, qui s’obtiennent exactement comme au n° 10, sont 
valables même pour p(a) constant. A ces inégalités, il faut ajouter 
celle déduite du théorème de M. Jensen, qui montre le degré de 
l'approximation faite en donnant une limite inférieure du module 
maximum de P,(z); pour chaque r, ce module maximum est supérieur 


af N(x)dx, N(x) étant le nombre des zéros de module moindre 


que x; donc, pour une infinité de r, il est supérieur à 


= er 
i—r 


(1— 


Dans le cas de l’ordre fini, cette expression ne coincide pas avec la 
limite supérieure donnée ci-dessus, ce qui ne doit pas étonner; on 
sait, par exemple, qu’un produit canonique peut étre borné dans le 
cercle de convergence et avoir cependant une suite de zéros dont 
l’exposant de convergence soit aussi voisin de 1 que l’on veut, car une 
fonction entière d’ordre 1 —y ayant ses zéros régulièrement placés 
sur l’axe réel négatif est bornée dans l’angle 


Ls Weare a Ta 1). 
Ut, less 1—} 


Je n’insiste pas sur cette difficulté réelle, qui ne se CESSER te que pour 
l'ordre fini. 

Je dirai encore que o(x) est l’ordre du produit canonique ps): 
mais, avant d'utiliser complètement cette notion, ce qui exigera, 
comme dans le cas des fonctions entières, des considérations sur le 
mode de croissance de p(r), je démontrerai la proposition sui- 
vante : 


X. Si G(s) est holomorphe et d'ordre infini positif dans le cercle de 
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIL. — Décempne 1921. 54 
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rayon 1, le nombre n(r, a) des séros de G(z) — a vérifie la condition 


— log, n(r,a) 


pa — log(i—r) + 


(24) 
sauf peut-être pour une valeur a. 


Car, si pour a — o par exemple, l'inégalité (24) n'a pas lieu, nous 


avons 
log[n(r, 0)]<—(1— r)® log(1— r), 


6, tendant vers o avec 1—r; nous aurons donc p(x) = 2*™), le pro- 
duit P,(z) formé avec les zéros de G(s) sera d’ordre infini nul (ou 
d’ordre fini) et, si nous posons 


G(s) = P,(s) e¢), 


eS) est nécessairement d’ordre infini positif, son maximum M, (r) 
satisfait à la condition (22). En se reportant aux inégalités données 
pour P,(z) et pour sa dérivée logarithmique, on voit que la méthode 
du n° 11 s'applique sans modification dans tout domaine A,, corres- 
pondant à une valeur remarquable de g(z); dans un tel domaine, 
nous décelons plus de M,(r) zéros de toute équation G(s) =a, et ce 
nombre des zéros satisfait bien à l'inégalité (24). 

On peut également démontrer une proposition analogue à celle du 
n° 12. Supposons que G(z) soit régulière par rapport à l’ordre, c’est- 
à-dire que 

1 1+n(7) 
(25) log n(r) =p( ) [lim n(r) =o), 


ae: rat 


e(æ) étant une fonction type satisfaisant à la condition 


(26) lim Ce Pt) >1. 


logæ 


— 
r&=@ 


Supposons que le nombre des zéros de G(z) soit inférieur a sa valeur 
normale, donc d’ordre p,(æ) tel que 


pa(æ) TT < p(z)  (y%o). 
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Si A(r) est le maximum de la partie réelle de (3), nous avons 


log A(r) = e( : View 


Ee 


car cette égalité a lieu lorsqu’on exclut des intervalles correspondant 
aux couronnes contenant les zéros, et en tenant compte de la crois- 
sance typique de p(x) on voit qu’elle a lieu partout. Nous aurons donc 
pour les valeurs remarquables, eu égard à la valeur du terme 
maximum, ; 


\ I 146 
logMs(r)=o( ) on 


rt à 


et par suite, sir et’ sont deux valeurs remarquables consécutives, 


UE 


r'<arks +0) <r[ r+ ( mat 


y’ pouvant être aussi voisin de 1 que l’on veut. On déduit de la, étant 
donnée l'hypothèse faite sur p(x), que 


I I I i : 
Reopen ce Où ET PE MR RQ 


et on peut alors achever le raisonnement comme au n° 12, ce qui 
donne ce résultat : 


J 


XI. St G(z) est régulière par rapport à l’ordre e( ) satis faisant 


à la condition (26) et si le nombre des zéros vérifie l'inégalité 


Sees 7” 


crantlogs rls on ce 


= I “4 
L loge (- | 


1e:iBinbre des zéros de G(s) — a décelés dans les domaines A,, est supe- 


1+6 V2 fg , x 
rieur @ e [e(5 ) I, le nombre total des zéros étant égal a cette même 


expression. : 


17. Dans le cas général, on peut remplacer le logarithme p.(r) du 
module maximum de G(z) par une fonction plus régulière, en proce- 
dant comme au n°14. Grace à la condition imposée à G(s) d'être 
Fe 
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d'ordre infini positif, on peut construire une majorante e,[W,(r)] 
d'indice x suffisamment petit, telle que 


logp(r) = W;(r) 


dans une suite d’intervalles R,,R’, (qui peuvent tous se réduire à des 
points) tandis que, dans les intervalles intermédiaires, 


log p(r) << Wi(r) =logkn + log Fa(rln). 


Pour une fonction g(z) satisfaisant à la condition (22) on définit 
de mème une majorante e*"” d’indice « qui est telle que logM, (7) est 
supérieur à V,(r)—à(r) pour les valeurs remarquables. On obtient 
ainsi la proposition analogue à celle du n° 14 : 


XII. Soit G(s) une fonction d'ordre infini positif dans un cercle de 
rayon 1, ,[W,(r)] sa majorante d'indice « et p,(r) un ordre des zéros 
St l’on a, quel que sour >r,, 


I 1+Y 
bi (: — =) Le 


les équations G(3) — a possèdent plus de e[W,(r)] dans les domaines A,,, 
et par suite l'ordre de leurs zéros ne pourra vérifier l'inégalité pre- 
cédente. 


= W(t). Ly Ok 


18. J’ai indiqué, dans une Note du Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques (1920), comment ces propriétés des fonctions holomorphes 
dans un cercle conduisent a des propriétés des fonctions holomorphes 
dans une spirale et à croissance suffisamment rapide. Je me bornerai 
donc à indiquer ici l’un des résultats auxquels on sera conduit : 

Soit F(z) une fonction développable en série de Laurent à l’exté- 
rieur d’un cercle |s|>K et d'ordre infini positif; il existe au moins 
un angle A’ d'ouverture donnée 20’ dans lequel F(z) est holomorphe 
(pour |s| >K), soit par exemple — o’<oSo' cet angle A’. Le maximum 
du module de F(z) dans le domaine — o’< 9 So’, KS|2|Sr est une fonc- 
tion non décroissante continue e“” de r. On peut appliquer à u(r) le 
procédé de majoration du n° 14 et l’on obtient une fonction e[W,,(r)] 
croissant à la façon de U,(r), ce sera a majorante d'indice a de F(z) 
dans l'angle A’. Considérons d'autre part l’ordre p,(r) des zéros 
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de F(z) situés dans l’angle d'ouverture 25 > 29° et de bissec- 
trice p=0o;sil'ona 


pa(r)'*¥< Wi(kr) = (y>0), 


k étant un nombre fixe inférieur à 1 dépendant de ¢ et o’, il existe une 
suite d’aires A,, s'éloignant indéfinimtent, à l’intérieur desquelles chaque 
fonction F(z) — a possède au moins W,,(kr,) zéros. 

Ce résultat ne résout pas complètement la question posée au début 
de ce Chapitre; toutes les aires A, peuvent ne renfermer aucun zéro 
de F(z) et cependant p,(7) être supérieur à W,,(Ar). C’est une étude 
approfondie des produits canoniques qui, semble-t-il, permettra de 
tirer de la proposition fondamentale II tout ce qu’elle renferme. 
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RECTIFICATION ET COMPLEMENT 


AU 


MÉMOIRE DE LA GOUTTE LIQUIDE TOURNANTE, 


INSÉRÉ AU COMMENCEMENT DU VOLUME 


Par M. J. BOUSSINESQ 


I. Une regrettable erreur de calcul dépare le premier Mémoire de 
ce Volume, non pas, précisément, de manière à en altérer les résultats 
dans de grands rapports, mais en les compliquant et masquant ainsi 
tout a fait de belles lois du phénomène étudié. Cette erreur se trouve 
dans le dernier terme de la formule (16), au bas de la page 7: terme | 
dont la vraie expression est 


(16 bis) ae ef (Fa) = 


La fonction qui y figure sous le signe AN se dédouble en 


I 
_— e —S a 
t? 3 (2-1)? 


qui ont respectivement les fonctions primitives 


, t oh a + arctan t). 
DS AMAT 5 
Or celles-ci, entre les deux limites 1 et 0, donnent les intégrales defi- 
* nies 1et1—7z.Ilen résulte, pour le dernier terme de la formule (17), 


l'expression 


6—7T 
- (17 bis) RE 


to Kes 


20. 
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puis, pour les formules ( 20) et (21) (p. 10), 
(20 bis) b =19(1 — 2k?), ; 
(21 bis) Aplatissement = #?. 


Or ces nouvelles formules, jointes à a = + (1 — 4”), à la définition (5) 
de k et au fait que les rapports de a, b, , à R diffèrent très peu de 1, 
conduisent à la triple proportion, très approchée, 


to— a a—b Ro? RP 
I 


(29) Wawa egy bake OF 


exprimant de belles lois, éminemment simples. 

Par suite encore, à la page 12, les formules (27) deviennent à leur 
tour 

3 
(27 bis) (=) =i ou vs R;: 
: \ vo 

Mais il est clair que le rapport de +, à R ainsi obtenu n’est qu'un rap- 
port-limite, exact pour k? = o seulement. Lorsque 4? est très petit, ce 
rapport prend naturellement la forme 1 + v4? +.... Et la deuxième 
formule (27 bis) devient 


(27 ter) to = R(r+ vA? +...). 


En attendant qu'une troisième approximation, poussée jusqu’aux 
termes en £*, ou un procédé bien plus simple qui s’offrira à nous, ait 
déterminé le coefficient v, il faudra évidemment garder la constante +,, 
de préférence à R, dans le courant des calculs. | 

Enfin, au n° X (p.12), la formule (28) admet des simplifications 
analogues. Le premier terme du second membre de (16), où la limite 


La 
FRE 


Re 


inférieure d'intégration se trouve maintenant remplacée par 
prend la forme 


(2— A) CEE = +) — — ere tang \/2— ) 


tv 


=t ner —k*) — EVE hareng | 


LE 
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Quant au second terme, tout entier petit, il devient de même 


a I— y 


I—? 
mass —— + Vi v?— 2arctang |. 


2 1+0 


Il vient donc à la place de (28), pour la somme des deux termes, où se 
détruisent les arcs tangente, 


(28 bis) ferons 5-6 TS) (1). 


IT. En même temps que se publiait le petit Mémoire du commence- 
ment du présent Volume, et bien avant qu’apparût l'erreur de la for- 
mule (16), des recherches heureusement indépendantes de cette 
formule (16) me firent connaître, même pour des valeurs non plus 
petites, mais quelconques, de #?, d’intéressantes propriétés de la 


courbure - du méridien de la goutte tournante et de la développée de 


ce méridien. Elles résultent presque immédiatement de la formule du 
bas de la page 3 donnant 


—— 23 
Vi+y® vw 8f ri 
et de ce que 
anis ges, oie LD 
4 5 dx i+ y? 


Celle-ci, multipliée par «,, devient, en effet, 


3 3 
Re Le nf a <0 pty oa KP at. 


= 8f 0 


Réintroduisons le carré u du rapport — (que nous appelions ¢). Et 
0 


(1) C'est une élève déjà ancienne du Cours de Physique mathématique de la Faculté 
des Sciences, M"* Suzanne Jandin, professeur à l'École normale supérieure libre de jeunes 
filles de Neuilly, qui a découvert dans le dernier terme de la formule (16), en sep- 

_tembre 1921, l'erreur initiale de caleul masquant tous ces résultats simples : c'est donc 
à elle qu’il convient d'attribuer, pour une bonne part, la découverte des formules appro- 
chées, si élégantes, de la question de Physique étudiée ici. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII. — DÉCEMBRE 1921. 55 
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nous aurons la formule cherchée : 


(30) : Li +R 14 3. 

La courbure croît donc, du pôle, où vu = o, à l'équateur, où u= &”, 
dans le rapport de 1 à 1 + 3h?a?: son accroissement est partout pro- 
portionnel au carré 2? de l’abscisse. 

Appelons A l’angle de la normale, tirée en (a, y), vers le dehors, 
avec le demi-axe équatorial des æ positifs, angle qui serait la latitude 
si le quart considéré du méridien était celui de la Terre qui va du pôle 


boréal à l’équateur et dont la tangente est NA ou, d’après (9) diffé- 


_rentiée en x, 
V pares Ke u) 


(31) | tang) = 
\ lu (1+ Au) 
On en déduit 
cos} = Vu (1+ Au), sinA= V1— u(i+ Ku); 


: 
et puis, en appelant £, n les deux coordonnées du centre de courbure 
pour le point (a, y) du méridien, 


Vu (+ Atw) 
royals + Au) 


x—F&=rcosdA= 
| ‘ 1+3k?u 


(32) Le. "RS 
wVi—u(it+ Au)? 


4 
| Y—=h—=tisinÀ—= À 
Es 1+34?u 


Observant que x = :, Vu et que y a la valeur (9), c’est-à-dire 
os) false 
L Vi—uG+kuh 


les deux équations (32), résolues par rapport à Ë, n, donnent à ces 
coordonnées du point quelconque (£, x) de la développée du quart 
considéré de méridien, les valeurs 


(34) pa 2k rouyu nae] elise kta) du : _2Vi—ui+ Ru 
7 i+ 3h tu d Vi ut + Pau) 1+34?u 


Éliminons de la seconde (34) l'intégrale définie qui y figure, au 
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moyen de son expression fournie par la formule (24), prise entre les 
limites (w, x?) et où paraitra une intégrale définie plus compliquée, 
mais affectée du facteur k?. La seconde (34) deviendra ainsi 


(35) nike [Sse i u(i+ Æu) du | 
— to mn se ST . 


1+34u 2 vi=u0 +key 


III. Bornons-nous maintenant au cas de &? très petit, où l’on 
néglige #*. Alors la présence du facteur #? devant le second membre 
de (35) permet d'évaluer la quantité entre crochets dans l'hypothèse 
approchée d’un méridien circulaire, où, pour #? nul, cette quantité 
entre crochets se réduit à 


Le second terme y devient identiquement, grâce à une intégration par 
parties, 


eS 2 FANS! 

via + gun) | k 

= 3 à ast 
c’est-à-dire 

2 ; 

A Va ul: es Oe 


et la formule (35), divisée par 24?<,, puis élevée, dans ses deux 
I 


membres, à la puissance 5 


, est finalement 


x 
ai a 
ame pew ioe 


ou bien, par une élévation au carré, 


(36) ve ( 4 res 


ah <5 


Or la première (34), divisée par 24*r,, donne de même, à la 
limite 42=0, en élevant finalement les deux membres à la puis- 


2 
sance 3? 
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Portons dans (36) cette valeur de wv; et nous reconnaitrons bien, vu 
l’infiniment petite valeur de 4?, l’équation classique 


en Care a 


de la microscopique développée, entourant le centre de son étoile 
à quatre pointes égales, qui caractérise le cercle, considéré comme 
limite d’ellipses d’un aplatissement évanouissant. 


IV. Mais revenons à l’équation approchée (28 bis) du méridien 
(p- 433), où gest = et £? défini par (29) (p. 432), pour en dégager une 


vue nette de cette courbe, comparativement à l’ellipse construite sur 
les mêmes axes 2a, 2b, ou dont l’équation serait 


x? 2 
(38) Fe a —1—=0. 
A cet effet, cherchons les valeurs que recoit, le long de notre 
courbe, le premier membre de (38). L’inverse de b étant, d’après 


(20 bis), = 


2, la formule (28 bis) donnera 


(39) Le VO +) VF) +6 (= UV): 


Élevons au carré, en négligeant au second membre le carré du 
terme où figure 4’. Il viendra, par des réductions immédiates, 


(4o) J + =1— 9? — 2k*9?, 


Formons le carré analogue de < = (1+ 4). Cela donne 
os =v? + 2k*p2; 

a 

_ et, en ajoutant (membre à membre) cette relation à (40), 


(41) | + si. 
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Donc le méridien, lieu des points (a, y), se confond avec une 
ellipse, et notre goutte liquide est un ellipsoide de révolution à axes 
2a, 2a, 2b, ayant par suite, comme volume, 


A rath = Le (1 — k*)?(1— 24?) — dr 4). 


Or ce volume égale celui de la figure sphérique de repos dre. 


La relation, jusqu'ici inconnue, entre +, et R, sera donc 


\ 


(1 44) = R! ou to — (1+ $e). 


Tel est le procédé simple, annoncé après (27 ¢er), pour déterminer 


crc DE 
la constante v, qui égale ainsi 3- 


V. Alors l’équation (30) définissant les rayons de courbure + du 
méridien devient complètement explicite, c’est-à-dire exprimée au 
moyen de la donnée immédiate R. Et il en résulte ; 


On voit que le rayon de courbure + du méridien excède R aux lati- 


: x . 2 5 : ee 
tudes dont le cosinus — n’atteint pas 5: c’est-à-dire supérieures 


R 
x I . “+ . ; 
à 48°11’ 3 environ; mais il est moindre que R dans la large zone équa- 


toriale à latitudes plus basses, zone comprenant la fraction 


e = 0,7454, ou les trois quarts environ, de la surface totale de la 


goutte. 
A l'équateur x = R, ce rayon de courbure, qu’on peut alors ap- 
peler «,, devient 


(43) eR (1 3H). 


45 
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